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Still round the corner there may wait
A new road or a secret gate;

And though I oft have passed them by,
A day will come at last when I

Shall take the hidden paths that run
West of the Moon, East of the Sun.

J. R. R. Tolkien
The Lord of the Rings — The Return of the King
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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird das solare “Paradigma” magnetischer Aléiauf Riesensterne und
enge Doppelsternébertragen. Digul3eren Konvektionszonen dieser Sterne unterschei-
den sich beiglich ihrer Ausdehnung und Struktur deutlich von der konvektivahe-tler
Sonne, und stellen dadurch ein erweitertes Testteldie Modellvorstellungen hinsicht-
lich der Erzeugung, Veratkung und des Transports von magnetischem Fluss dafjdie f
den Fall der Sonne entwickelt worden sind. Diese Vorstellungen basieren auf der Betrach-
tung des Gleichgewichts, der Stakdtitund der dynamischen Entwicklung isolierter Ma-
gnetfeldtindel, sog. magnetischer Flugkren, die in ein weitgehend unmagnetisiertes
Plasma eingebettet sind. Der Aufstieg von Flaksen vom Boden der Konvektionszone
und ihr Ausbruch an der Sonnenobécthe fihren zur Bildung bipolarer Fleckengruppen
und magnetisch aktiver Regionen.

Die Ubertragung dieses Modells auf Riesensterne offenbart einen Einschlussmecha-
nismus fir magnetische Flusshren, der im Verlauf der entwicklungsbedingten Expan-
sion der stellaren Hlle einsetzt, wenn der Kmmungsradius eines sich anfjlich am
Boden der stellaren Konvektionszone befindlichen Flussrings weniger al2@fivdes
Sternradius befigt. Die zunehmende Kmmung des Gipfelsegments einer aufsteigen-
den Flussbhrenschleife iihrt dann zur Dominanz der magnetischerutdmungskraft
Uber den Auftrieb und beendet den Aufstieg noch innerhalb der Konvektionszone. Dieser
Einschlussmechanismus ist weitgehend u@algiig von Einzelheiten der Sternschichtung
und anderen Parametern wie etwa der Faltist oder der Rotationsrate. Der Einschluss
magnetischer Flusghren fihrt zum Verschwinden ausgedehnter Akatsigebiete und
grof3skaliger Koronaigen, wodurch die Topologie des atmogpschen Magnetfelds von
uberwiegend geschlossenen zu offenen Struktilbengeht. Dies bietet einen E&klngs-
ansatz fir den beobachteten gravierendeickgang koronaler &tgenemission und das
Einsetzen massiver Winde in Riesensternen, die im Verlauf ihrer Entwicklung die sog.
Koronagrenzlinie ¢oronal dividing ling im Hertzsprung-Russell Diagramiaberqueren.

In einem rotierenden Einzelstern sind alle Richtungen senkrecht zur Rotationsachse
aquivalent, sodass die Speicherung und Entwicklung magnetischerdfressnicht vom
Azimutwinkel ablangt. In Doppelsternen wird diese Axialsymmetrie durch die Gezeiten-
wirkung des Begleitsterns gebrochen. In engen Systemen mit Umlaufsperioden von eini-
gen Tagen sind die entsprechenden Effekte mittels eideiingsverfahrens analytisch
beschreibbar. Sid@ihren zu einerr-periodischen azimutalen Variation der Sternstruktur,
die sich sowohl auf das Gleichgewicht als auch die Staksiigenschaften magnetischer
Flussringe auswirkt. Die Form der aus kleinei@r@hgen resultierenden Eigenschwin-
gungen bihrt bereits am unteren Rand der Konvektionszone zu Vorangsh bei der
Bildung aufsteigender Flussinrenschleifen. Im Laufe ihrer Entwickluridpt der Begleit-
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2 ZUSAMMENFASSUNG

stern einen besonders nachhaltigen Einfluss auf instabile &hussr mit der azimutalen
Wellenzahlm = 2 aus. Dies ist auf die resonante Wechselwirkungc@eriodischen
Gezeiteneffekte mit der kongruenten geometrischen Struktur zweier igjsgdiegender
aufsteigender Flus8hrenschleifen ziickzufihren. Da es sich hierbei um einen kumula-
tiven Effekt handelt, der sich&hrend des Aufstiegs bis zur Obardhe aufsummiertirt

der geringe Einfluss des Begleitsterns zu ausiggpn Inhomogeriten in den Ober-
flachenverteilungen ausbrechender Fldissen. Besonders bei mittleren Breiten zeigen
sich markante Hufungspunkte in dendngenverteilungen, deren Orientierung systema-
tisch von der Ausgangsbreite und -feliidte der Flussihre ablngt; offenbar gibt es
keine Vorzugsingen, die bamlich der Richtung des Begleitsterns fixiert sind. Generell
fuhrt der Gezeiteneinfluss zur Bildung voratifungspunkten auf gegéer liegenden
Hemisplaren des aktiven Sterns, was im Einklang mit einer Reihe von Beobachtungen
steht.

Im Verlauf der numerischen Simulationen wurde eine neue Fibssn-Instabilit
gefunden, die im Rahmen einer linearen Stadiianalyse nicht auftritt und auf den
Stromungswiderstand einer Flugsire zuiickgeht: Ist die Fluséhre in eine externe Tan-
gentialstbtmung eingebettet, saifirt eine kleine Strung ihrer Gleichgewichtslage zum
Einsetzen der Shmungsinstabildt, falls die Phasengeschwindigkeit debrsnhgswel-
le langsamer als die externe @mwungsgeschwindigkeit ist. In Sternen wird dieses In-
stabilitatskriterium von Flus&hren in einem Feldatkebereich eifllt, der gibRenord-
nungsnalRig mit dem der bisher bekannten, auftriebsbedingten Inséhitiereinstimmt.
Die Anwachszeiten der Stmungsinstabilét sind dabei z.T. so kurz, dass sie bei der Be-
trachtung der Speicherung magnetischer Ftusgm und ihrer dynamischen Entwicklung
beriicksichtigt werden muss.



Kapitel 1
Einleitung

Die Sonne, unser Zentralgestirn, ist aus astronomischer Sicht ein eher durchschnittlicher
und gewdhnlicher Stern. Was sie gedgérer anderen Sternen auszeichnet, ist indde\

die es uns eriiglicht, Planomene auf ihrer Obeéithe mit einer sehr guteAumlichen

und zeitlichen Aufbsung zu beobachten. Dadurch ist @gfich Theorienir die Vielzahl
charakteristischer Eigenschaften der Sonnélzerpiifen; weichen Beobachtungen von
Vorhersagen theoretischer Modelle ab, sassen diese entsprechend verfeinert und ge-
gebenenfalls revidiert werden. Allerdings ist die sidsige Erkdrung einer Beobachtung
nichtimmer ein Garantir die Richtigkeit einer Theorie. In seiner “Kosmos-Vorlesung” in
Berlin 1827/28 machte Alexander von Humbolditer das Panomen der Sonnenflecken
folgende Ausiihrungen:

Die genligendste [Erklarung] scheint, indem wir zu der Hypothese unsere
Zuflucht nehmen, dass der Sonnenkoérper von zwei Wolkenschichten um-
geben sei, von denen die nachsten der Sonne aschfarben, die entferntere
aber hell angenommen werden muss. Denken wir uns nun, dass wahrschein-
lich auf der Sonne sich Gasarten oder ahnliche Fluide entwickeln, welche
bei Aufstromen die beiden Wolkenschichten trennen, und den dunklen Son-
nenkoérper sichtbar machen, so wird die Erscheinung der Flecken, in der Pro-
jektion in welche wir sie erblicken, vollkommen erklarlich.

Heute wissen wir hingegen, dass die Sonne ein selbstleuchteddseidst und Sonnen-
flecken durch starke Magnetfeldkonzentrationen in der Phoéwsplerursacht werden.
Auler den dunklen Fleckerbknen noch viele weitere Aktiatsptanomene in der
Sonnenatmosyitie auf den direkten oder indirekten Einfluss magnetischer Feldarkzur
gefuhrt werden, wodurch nétlich die Frage nach deren Ursprung aufgeworfen wird.
Die Moglichkeit eines primordialen Magnetfelds als Quelle heutiger Aligftanome-
ne kann schon aufgrund der zyklischen und gaotigen Polarétsumkehrungen auf der
Zeitskala von wenigen Jahre ausgeschlossen werden. Man geht vielmehr davon aus, dass
ein hydro-magnetischer Dynamoprozetass Magnetfeld der Sonne gegen die Wirkung
der ohmschen Dissipation aufrechtéithund die reguiren Umpolungen im Sonnenzy-
klus bewirkt. Derzeit gngige Dynamomodelle gehen gk auf Parker (1955a), Babcock
(1961) und Leighton (1964, 1969), die einen zyklischen Umwandlungsprozess zwischen
toroidalen und poloidalen Magnetfelder vorschlugen, der durch differentielle Rotation

3



4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

und turbulente, konvektive Gasdtnungen imauf3eren Teil des Sonneirpers angetrie-

ben wird. Die genaueraumlichen und zeitlichen ABlUfe in der Konvektionszone sind
derzeit allerdings noch nicht volésdig bekannt und Gegenstand aktueller Forschung.
Um spezifische Mechanismen zu identifizieren sind deshalylichst umfangreiche und
vielfaltige Beobachtungen notwendig, aus denen deren charakteristischen Eigenschaften
abgeleitet und mit der Theorie verglichen werdémtken.

Bodengebundene Beobachtungen und Satelliten-Missioneo®©, TRACEder
Yohkoh haben weite Spektral- und damit Atmogpénbereiche erschlossen. Die aus
derartigen Beobachtungen gewonnen Erkenntnisse zeigen, dass an deicDbeatls-
brechende Magnetfelder durch Wechselwirkungen mit dem Plasma in der Plé®sph
Chromosphre und Korona, viedfltige Erscheinungen der Sonnenak#vibervorrufen.

Da die magnetische Energiedichte in der vergleichsweismein Atmospére die ther-
mischetberwiegt, werden Struktur und Dynamik weitgehend durch das Magnetfeld do-
miniert: Die Dissipation magnetischer und mechanischer Energie, die beispielsweise mit-
tels magneto-hydrodynamischer Wellen effektiv aus der Konvektionszone in hohe At-
mosplarenschichten transportiert wird, stellt einen entscheidenden Beitrag zur Heizung
des koronalen Gases dar. Dessen Einschluss innerhalkagroiger, geschlossener Ma-
gnetfeldlidgen ernaglicht die Aufrechterhaltung sehr hoher Temperaturen und erlaubt
nur einem kleinen Teil der Atmosghe als Sonnenwind in die Heliosjrie abzustimen.

Sehr schnell ablaufendenderungen magnetischer Feldkonfigurationen sind dabei Ursa-
che 1r koronale Massenausife und Teilchenbeschleunigungen bis auf sehr hohe Ener-
gien. Die genauen Mechanismen sind derzeit aber noch nichtamdlist gekart (z.B.
Narain & Ulmschneider 1990, 1996, und darin enthaltene Zitate). Das gitatidbe Ziel

bleibt somit ein ndglichst gutes und umfassendes Vansinis solarer Aktiviatssignatu-

ren, um daraus &ckschiisse @ir die zugrundeliegenden Mechanismen im Innern ableiten
zu kbnnen.

Magnetische Aktivitatsphanomene auf der Sonne

Die wissenschaftliche Beobachtung der Sonne startete zu Beginn des 17. Jahrhunderts
mit der Erfindung des Fernrohres. Edant seien hier nur G. Galilei und Chr. Scheiner,
deren Beschreibung dunkler Sonnenflecken ditlighe Makellosigkeit’ unseres Zen-
tralgestirns beendete. Dank konsequenter Beobachtungen konnten schoiilsefeldr
Regeln und Gesetziigkeiten der Fleckenerscheinungen erkannt werden, lange bevor
G. E. Hale 1908 mit Hilfe des Zeeman-Effekts das Magnetfeld als deren Ursache nach-
weisen konnte.

Die in der Photospdire angesiedelten dunklen Sonnenflecken und ihre zyklische Va-
riation sind vermutlich die bekanntesten Merkmale solarer Aldivibie tauchen in zwel
Bandern parallel zuMquator auf: Zu Beginn eines Zyklus liegen die Ausbruchsbreiten
bei etwa+35° und wandern dann mit der Zeit RichtuAgjuator bis etwat5° (Spdrers
Gesetz), wodurch das charakteristische Schmetterlings-Diagramm der zeitlichen Flecken-
verteilung entsteht (Abb. 1.1, oben). Sie tretderwiegend in Form bipolarer Flecken-
gruppen auf, bei denen der vorausgehende Fleckenhergréaeredingpderp-Fleck) die
entgegengesetzte Polatides nachfolgendefo{lowing oderf-Fleck) besitzt. In aufein-
ander folgenden Zyklen alterniert die Polatidesp-Flecks, wodurch es zum 22kri-
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ABBILDUNG 1.1: Oben Zeitlicher Verlauf der mittleren Fleckenverteiluridgper mehrere Akti-
vitatszyklenUnten Durchschnittlich bedeckte &the der sichtbaren Hemisile durch Sonnen-
flecken. Quelle: D. Hathaway, NASA, Marshall Space Flight Center

gen magnetischen Hale-Zyklus kommt. Dabei sind die Palkait demp-Flecken auf der
nordlichen und 8dlichen Hemispére jeweils entgegengesetzt (Hale-Nicholsonsche Po-
laritatsregel). Da der vorausgehende Fleck einer bipolaren Giilgpherweise bei et-

was kleineren Breiten liegt als der nachfolgende, tritt eine leichte Neigung der Verbin-
dungslinie zwischep- undf-Fleck auf (Joysche Regel); der Neigungswinkel relativ zum
Aquator wachst mit der Breite an und bagt im Mittel etwad°. Generell folgen Flecken

der differentiellen Rotation der Sonne, wobei in den ersten Tagen nach ihrer Entstehung
zusatzlich ein langsames Auseinanderdriften der Komponenten einer bipolaren Gruppe
beobachtet wird. Die typische Lebensdauer kleiner Flecken oder Poren sind einige Tage,
etwa90% aller Flecken sind nachl d verschwunden. @f3ere Flecken (Abb. 1.2pknen

sich hingegen teilweiséber mehrerer Wochen halten und nach einer Sonnenrotation (von
etwa27d) nochmals beobachtet werden. Typische Abmessungen einzelner Flecken sind
etwa12 000 km fur die Umbra (dunkler Kern) un2l8 000 km fur die Penumbra (den et-

was helleren Hof, vgl. Abb. 1.2). Im Mittel sind weniger &d% der sichtbaren Son-
nenhemispére von dunklen Flecken bedeckt, in Zeiten maximaler Akititis zu0.5%

(Abb. 1.1, unten). Dabei treten oberhalb etwé Breite keine Flecken auf.

Magnetischer Fluss zeigt die Tendenz in déthl bereits vorhandener Flecken aus-
zubrechen, was zur Bildung ausgedehnter und komplexer Aksveagionenithrt. Bei-
spielsweise liegen in der Photogph gevbhnlich in bzw. nahe bei Aktiviitsgebieten
heiRe, helle Fackeln, die jedoch meist nur im weil3en Licht nahe am Sonnenrand gut zu
erkennen sind. Es gibt aber auch polare Fackeln, die nicht mit Flecken korreliert sind.
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ABBILDUNG 1.2: Ausgedehnte Fleckengruppe in dadlsichen Hemisplre, aufgenommen am
4. September 1998 mit dem Vakuum-Turm-Teleskop ifi¢gzadeneriffa. Die kleinsten noch sicht-
baren Details sind etwd50 km grof3, die GesamtgfRe des Gebietes bagt iiber200 000 km.
Aufnahme: H. Schleicher und H. $¥l, Kiepenheuer-Instituiir Sonnenphysik, Freiburg

Das Magnetfeld in einem Sonnenfleck lagfr1...3kG und der magnetischer Fluss
10%°...10% Mx. Das im @umlichen Mittel sehr schwache Magnetfeld §0 G) auRer-
halb Aktivitatsregionen wird dagegen durch eine Vielzahl sehr kleinar00 km) magne-
tischer Flusgihren gebildet, die sich besonders an démdiern der Supergranulations-
zellen ansammeln. Als Reste urgpglicher Aktivitatsgebiete verteilen sie sich aufgrund
differentieller Rotation und meridionaler Zirkulatiarber die ganze Sonnenobéardhe,
bis hinauf zu den Polen.

In der unteren Chromosghe beobachtet marber Aktivitatsgebieten helle Plages, ei-
ne mit photospérischen Fackeln vergleichbare Erscheinung. &l ist das im Licht der
Call-Emissionslinien erscheinende chromasgthe Netzwerk, das in etwa diéider
der Supergranulationszellen nachzeichnet und von magnetischen Flusskonzentrationen
hervorgerufen wird.

In der oberen Chromosphe und Koronaifllt das Magnetfeld praktisch den gesamten
Raum und bestimmt Struktur und Dynamik dieser Schichten: Grol3skalige magnetische
Flussbhren bilden weite koronaleden, die einzelne Sonnenflecken und Akétsge-
biete miteinander verbinden (Abb. 1.3). Durch Dissipation elektrischénf&tmund (ma-
gneto)hydrodynamischer Wellen wird das Gas innerhalb geschlossener Feldstrukturen auf
Temperaturen voi. . . 5-10° K geheizt, wodurch es zu starker, zeitlich uadmlich sehr
variabler Emission im EUV und weicherdRtgenbereich komrhtAufnahmen in diesen
Spektralbereichen zeigen teilweise dunkle Gebiete, so genkonateale Locher, die ins-
besonderéiber den Polen auftreten. Die geringe Strahlungsemission ist hier weniger auf
niedrigere Plasmatemperaturen, sondern vielmehr auf deutlich kleinere Teilchenzahldich-
ten zutickzutihren: In diesen Gegenden liegt eine ‘offene’ Magnetfeldtopologie vor, in
der Feldlinien nicht zur Obe#the zuiickfiihren, sondern weit in die Heliosple hin-

Die Korona kann auch im sichtbaren Licht hochionisierter Elemente wie Fe X, Fe XIV oder Ca XV gut
beobachtet werden.



ABBILDUNG 1.3: TRACE-Aufnahmen bei71 A im EUV, einem Spektralbereich deirfTempe-

ratur von etwal 06 K charakteristisch ist. Die koronalervBen erreichen hen von éherungs-
weise120 000 km (links), anderdiberspannen einen Bereich der dem 30-fachen Erddurchmesser
und mehr entspricht¢chtg. TRACE ist eine Mission des Stanford-Lockheed Institute for Space
Research und Teil dé¢ASA Small ExploreProgramms.

ausreichen und entlang denen Plasma ungehindert von derdgberfibsttrmen und den
(schnellen)Sonnenwindilden kann. Messungen defelios und UlyssesSonden bele-
gen, dass der Sonnenwind aus polaren koronatezhérn schneller und weniger dicht
ist als der ausiquatorialen Breiten, wo starke magnetische Aldiviind geschlossene
Feldlinien vorherrschen.

Korona und Chromosyitie werden im Rahmen vereinfachter Theorien und Modelle
oft als zeitlich und aumlich konstant angesehen. Beobachtungen extrem variabler Atmo-
spharenplanomene stellen diese Annahme jedoch sehr in Frage, zudem teilweise noch gar
nicht abzusehen ist, welche weitereraRbmen sich unterhalb der Aaflungsgrenze ab-
spielen. Auf die Vielzahl kurzzeitiger und explosionsartigeatmene wie Radiobursts,
koronale Massenausife oder Flares, die sicher magnetischen Ursprungs sind, wird hier
jedoch nicht weiter eingegangenurFumfassendere Eliterungen zur Sonnenaktift
wird auf gangige Lehr- undJbersichtsliteratur der Astronomie verwiesen (Priest 1982,
Stix 1989, Unsld & Baschek 1991, Schrijver & Zwaan 2000, Ossendrijver & Hoyng
2001, Weiss 2001)

Die solar—stellar connection

Aufgrund der vergleichsweise geringen Entfernung zu unserem Zentralgestirn werden bei
bodengebundenen Beobachtungen mit einemdsufigsverrdgen von weniger als einer
Bogensekunde Strukturen von wenigkit km Durchmesser auf der Sonnenobéefie
unterschieden (vgl. Abb. 1.2). Mittels spektroskopischer und polarimetrischer Analyse-
verfahren kbnnen dabei Informationeiiber lokale Geschwindigkeits- und Magnetfelder
gesammelt werden. Déoer hinaus haben in den letzten Jahrzehnten eine Vielzahl von
Satelliten praktisch jeden Spektralbereich der Sonne erschlossen und eine kit |

lose Beobachtung gedarleistet. Sonden, die bis zu einem Abstand vorOruAU an die
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Sonne heranflogen, konnten gausit-Messungen des Sonnenwinds und interplanetaren
Magnetfelds vornehmen. Und Mittels der Helioseismologie kann der innere Aufbau der
Sonne vermessen und mit den theoretischen Vorhersagen verglichen werden.

So hervorragend die Beobachtungsggtichkeiten der Sonne auch seirdgen, so ha-
ben sie doch den Nachteil, immer nur auf dasselbe Objekt agdzu sein, dessen cha-
rakteristische Parameter wie Masse, Radius, Temperatur, chemische Zusammensetzung,
Rotationsperiode, Alter etc. vorgegeben sind. Aus der Beobachtung bestimmter Merkma-
le bei einem Individuum ist es jedoch nichbglich, auf die Auspigung vergleichbarer
— und nbglicherweise charakteristischer — Merkmale einer ganzen Klasse zu schliel3en
oder darauf eine generellifige Theorie aufzubauen; eine allgemeine Thedker ma-
gnetische Aktiviat muss auch auf andere Steiieertragbar sein und dort vergleichbare
Phanomene zutreffend beschreiben.

In den letzten Jahrzehnten wurden Techniken entwickelt, welche die Beobachtung von
Aktivit atsptanomenen auch auf weit entfernten Sternendglichen. Im Fall der Sonne
findet man beispielsweise mit zunehmender magnetischer Aditigih Anwachsen der
mittleren chromospérischen Ca lI-Linienkernemission und der koronal@émfgenstrah-
lung. Daraus erwuchs ab 1966 die kontinuierliche Erfassung des Mt. WiladiRS-Index
einer Vielzahl von Sternen, der Hinweigber das Ausmal} stellarer chromodpscher
Aktivit at sowieliber die Existenz und den Verlauf stellarer Aktatgzyklen gibt (Wilson
1968, Duncan et al. 1991). Auch die Ergebnisse RESAT All-Sky Survey (RASH)-
gen mit einer immensen Zahl ardRigenbeobachtungen stellarer Koronen zum Weidt
nis magnetischer Aktivétt bei (z.B. Schmitt 1997). Efhnenswert sind déaber hinaus
verfeinerte Verfahren zur Rekonstruktion stellarer Obetfenstrukturen wie etwa das
Doppler-Imaging(Vogt & Penrod 1983)Zeeman-Doppler Imagingemel 1989, Donati
etal. 1997) odeeclipse mappingCollier Cameron 1997): Zeitserien photometrischer und
spektroskopischer Beobachtungen werden kombiniert, um aus der rotations-periodischen
Modulation der Lichtkurven und Linienprofile mittels Inversionsverfahren Temperaturin-
homogeniaten und Magnetfelder in Sternatmo&apdn zu bestimmen.

Der Vorteil bei Untersuchungen stellarer Aktidtist die sehr grof3e Anzahl an Ob-
jekten und Klassendie durch ihre Heterogeiiit ein optimales Testfeldif Theorien und
Modelle darstellen: Ein wichtiger Aspekt der komplen@eh Beziehung zwischen Son-
ne und Sternen, der so genannsetar—stellar connectiorist die Piifung derUbertrag-
barkeit von Erkenntnissen, die auf Grundlage des Studiums der Sonne gefunden wurden,
auf Sterne, deren charakteristische Eigenschaften einen grof3en Parameterbereich umfas-
sen.

Zu dieser Arbeit

In der vorliegenden Arbeit wird das Paradigma solarer Akiteierscheinungen auf ent-
wickelte Einzelsterne (Riesen und Unterriesen) und Komponenten enger, schnell rotie-
render Doppelsternsysteniertragen: Aufgrund der starken Expansioahvend sei-

ner Nach-Hauptreihen-Entwicklung unterscheidet sich die Konvektionszone eines Rie-
sensterngjuantitativdeutlich von der solaren Schichtungaklrend hingegen in engen

2In Hinblick auf die magnetische Aktiat sind besondersikle Sterne vom Spektraltyp G-M von Be-
deutung.



Doppelsternen Gezeiteneffekte die Aufhebung der Rotationssymmetrie und damit eine
gravierendequalitative Anderung der Sternstruktur bewirken. Ausgehend von der Ar-
beitshypothese, dass die in diesen Sternklassen beobachtetena#denatheinungen —

wie im Fall der Sonne — durch an der Obadhe ausbrechende Magnetfelder hervorge-
rufen werden, wird in dieser Abhandlung der Einfluss dieser Unterschiede auf die Dy-
namik und das Ausbruchsverhalten magnetischer Fdssn untersucht. Bei der Sonne
erklart das verwendete Modell erfolgreich sowohl die Entstehung als auch charakteri-
stische Eigenschaften bipolarer Fleckengruppen. Es umfasst die Speicherungastabilit
und Entwicklung magnetischer Flugliren innerhalb der Konvektionszone bis zu ihrem
Ausbruch an der Obeé#the.

In Kap. 2 wird das zugrunde liegende Konzept des solaren Dynamos und das Modell
dinner magnetischer Flugdren vorgestellt sowie die notwendigen Ausgangsgleichun-
gen zusammengefasst. Die daran anschlieR3ende Behandlung ist in drei Teile gegliedert.

In Teil I wird die Dynamik magnetischer Fluggren in Kihlen Riesen und Unterrie-
sen wahrend ihrer Nach-Hauptreihen-Entwicklung bis zum Ful3e des Riesenastes (RGB,
red giant branch untersuchtKap. 4 beschreibt die markan#&nderung des Ausbruchs-
verhaltens aufsteigender Flugdkren nahe der so genannten Koronagrenzlinie (GioL,
ronal dividing ling im Hertzsprung-Russell Diagramm, an der sich die stellanetgene-
mission signifikantindert, vidkhrend irkap. 5 die Ursacheiir dieseAnderung untersucht
wird.

In Teil 1l wird die Untersuchung der Gezeitenwirkung eines Begleitsterns auf ma-
gnetische Fluséhren in Doppelsternen dargestelitap. 8 gibt einenUberblick iiber
das verwendete Doppelsternmodell und die Gezeitenwirkung des Begleitsterns, die im
Rahmen einer linearen&erung beschrieben wird. Kap. 9 werden charakteristische
Eigenschaften magnetischer Flugsren in Doppelsternen untersucht. Dies umfasst ihr
statiorares Gleichgewicht am unteren Rand der Konvektionszone sowie ihr Stestviit-
halten bei kleinen $rungenKap. 10 umfasst die numerischen (nicht-linearen) Simula-
tionen, welche die Entwicklung ausbrechender Fldissan bis nahe unter die Obédhe
verfolgen.

In Teil Il wird eine neuartige Instabiét eingehender untersucht, die im Rahmen der
numerischen Simulationen gefunden wurde und auf den hydrodynamisclemnggs-
widerstand einer Flus8hre bei Bewegungen relativ zu ihrer Umgebungizikzuiihren
ist. Kap. 12 untersucht den analytisch behandelbaren Fall einer horizontalen dHuessr
in einer plan-parallelen Umgebungatrend inKap. 13 die gewonnenen Erkenntnisse
auf toroidale Flusgihren in Sternen angewendet werden.
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Kapitel 2

Grundlagen

Magnetfelder spielen bei der Strukturbildung und Aufrechterhaltung sehr hoher Tempe-
raturen in den Chromosphen und Koronen von Sternen eine entscheidende Rolle. Bei
diversen Prozessen entstehen im Plasma elektriscbm&tdurch deren Ohmsche Dis-
sipation magnetische Energie inafne umgesetzt wird. Dieser Verlust magnetischer
Energie wird durch an der Obexihe ausbrechende Magnetfeldémslig ersetzt (z.B.
Zwaan 1978), die innerhalb der Konvektionszone durch einen Dynamomechanismus er-
zeugt und versirkt wurden. In der Photospke tritt magnetischer Fluss haugtslich in

Form konzentrierter Magnetfeldstrukturen (néit~ 1...3kG) in Erscheinung, die in

ein erheblich schacher magnetisiertes Plasma (it< 50 G, Stenflo 1989) eingebettet
sind. Diese Feldlinien-Bndel, deren Durchmesser um einigéd3enordnungen variieren

und die ansatzweise durch isolien@gnetische Fluséhrenbeschrieben werden, haben
ihren Ursprung tief im Innern der Konvektionszone, wobei man davon ausgeht, dass sie
bis zu deren unteren Rand hinabreichen (Galloway & Weiss 1981, Moreno-Insertis 1986).

A priori mussen fir stellare Magnetfelder verschiedene Varktingsmechanismen in
Betracht gezogen werden, die in der Konvektionszone auf unterschiedliéngemh- und
Zeitskalen ablaufen: Grof3skalige Prozesse, die das globale, zyklische dtktreithalten
bestimmen sowie kleinskalige, turbulente Prozesse, die das lokale Geschehen dominieren
(Magnetokonvektion Erklarungsanétze fir das grofR3skalige, alternierende Magnetfeld
basieren auf einem Dynamomechanismus, der von Plasimastgen angetrieben und
durch gemittelte Felder mitberlagerten, stochastisch verteilten Fluktuationen beschrie-
ben wird: Die differentielle Rotation erzeugt dabei aus der poloidalen Magnetfeldkom-
ponente die toroidaleX-Effek), und die Heliziat aufsteigender Konvektionszellen, die
dieses Feld mit sich nehmen, im Gegenzug wieder die poloidale Komponettek).

Ein grund&tzliches Problem ist digahgerfristige Speicherung des Magnetfelds, das in
der Konvektionszone einemagnetischen Auftrietinterliegt (Parker 1955b). Neuere Un-
tersuchungen favorisieren einen Varkungsmechanismus, déoerwiegend im unteren

Teil der Konvektionszone arbeitet (z.B. Parker 1993), wobei das Magnetfeld in einem
diinnen, stabil geschichteten Bereich &linergang zum radiativen Kern — dévers-
hootRegion — gespeichert wird. Symmetriebetrachtungen und das Auftixkemvie-

gend in Ost-West-Richtung angeordneter, bipolarer Fleckengruppen lassen auf eine Feld-
anordnung parallel zurquator schlieRen. Zusammen mit den aus solaren und stellaren
Aktivit atszyklen gewonnenen Erkenntnissier die Zeitskalen gglicher Versarkungs-

11
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mechanismen ergibt sich daraus ein Szenario, das typische Atdetischeinungen auf
aus der Overshoot-Region stammende Flagn zuiickfuhrt.

2.1 Grundgleichungen

2.1.1 Gleichungssystem der idealen MHD

Durch die Kombination der hydrodynamischdftontinuitits und Navier-Stokes
Gleichung, der elektrodynamischeMaxwelgleichungen sowie der thermodynami-
schenEnergie-und Zustandgleichung entsteht unter Zuhilfenahme typischer Zeit- und
Langenskalen bzw. [ des Problems im Grenzfall nicht-relativistischerd&tungs- und
Phasengeschwindigkeiten= [/7 < ¢ das Gleichungssystem der Magnetohydrodyna-
mik (MHD):

dp

= —pV- 2.1
I pV v (2.1)
d
pd—\tf = —Vp—pVU, + prAv
—p(Q2x (2 xr))+2p(vxQN)
+L(V><B)><B (2.2)
41
p’ d (p) as
— =) = pT — (2.3)
(’7 - 1) dt p’y dt ext
R
p = p-T (2.4)
W
88_]? = Vx (vxB)+n,AB (2.5)
Dabei bezeichnet P 5
- == . 2.6
T= TV V) (2.6)

densubstanziellen (Lagrangeschefbleitungsoperator. Es igt die Dichte,p der Gas-
druck, T' die Temperatur ungk das mittlere Molekulargewicht des Plasmasgdessen
Geschwindigkeit undB das Magnetfeldy ist der Adiabatenexponent,die kinematische
Viskositat undn,, die magnetische Diffusivit. Fir detaillierte Herleitungen wird auf
gangige Lehr- und Fachliteratur verwiesen (z.B. Kippenhahn &liéhhoff 1975, Priest

1982).
Aus dem Gravitationspotenzial, des Sterns ergibt sich die radialsymmetrische
Schwerebeschleunigung = —VW,. Im Hinblick auf die sgtere Anwendung erfolgt

die Beschreibung der erweiterten Navier-Stokes-Gleichung (2.2) in einem mit der kon-
stanten Winkelgeschwindigkei? rotierenden Bezugssystem, in dematztich Coriolis-

und Zentrifugalkéfte auftreten. Die Zentrifugalbeschleunigung wird mit Hilfe der Iden-
titat Q x (2 x r) = =V |Q x r|* /2 als Gradient deZentrifugalpotenzials

1
Ve = —5 [ x x’ (2.7)
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dargestellt und mitl, zum effektiven Gravitationspotenzidl.s = V¥, + ¥, zusam-
mengefasst. Die resultierende effektive Gravitagein = —V V¢ ist axialsymmetrisch
beZiglich der Rotationsach<e.

Ideales Plasma

Das GilRRenverhltnis zwischen Transport- und Diffusionsterm wird in der Navier-Stokes-
Gleichung (2.2) durch die hydrodynamische und in der Induktionsgleichung (2.5) durch
die magnetische Reynoldszahl ausgett,

Re = b bzw. Ry, = v , (2.8)
v M

wobei die magnetische Diffusivity,, = ¢?/(4woL) von der elektrischen Leithigkeitor,
des Plasmas aBhgt. Im Zusammenhang mit der Entwicklung aufsteigender Fibssn
stellt der Rhrenradiug ~ 10%cm eine typische Bnge und die radiale Aufstiegsge-
schwindigkeitv ~ 3 - 10 cm/s einer instabilen Fluséhrenschleife eine typische Ge-
schwindigkeit dar. In der Mitte der Konvektionszone herrscht unter der Annahme eines
vollstandig ionisierten Wasserstoffplasmas eine lagitfikeitor, ~ 10'°s~! und kinema-
tische Viskosiat v ~ 10 cm? /s (nach Spitzer 1962) und damit

Re ~ 10"  und (mitn, ~ 7-103cm?/s) Ry ~ 10°. (2.9)

Aufgrund kleiner Viskos#ten und hoher Leiffhigkeiten sind in stellaren Konvektions-
zonen die Reynoldszahlen ausreichend grof3, um die Annahmei@&zdsn(reibungs-
und widerstandsfreien) Plasmas zu rechtfertigen und die Diffusionstermeidpeyeaten
Transporttermen zu verna@sisigen.

Eine wichtige Konsequenz, die sich auis — oo ergibt, ist das Alfieénsche Konzept
eingefrorener Magnetfeldlinieier magnetische Flugs durch eine von der geschlosse-
nen KurveC' begrenzten FElcheA wird durch das Integral

@z/CB-dA (2.10)

bestimmt. In der idealen MHD ist der magnetische Fl@tssine Erhaltungs@ifie, wel-

che die Bewegung der Materie mit dem Magnetfeld verbindet: Relativbewegungen des
Plasmas in der Richtungenkrechizu den Feldlinien sind nicht églich; bei Transver-
salstbmungen wird das im Plasma ‘eingefrorene’ Magnetfeld mitgeschleppt. Plasma-
stromungen in tangentialer Richtunfy B) sind hingegen grundszlich unabkngig vom
Magnetfeld.

Walénsche Gleichung

Sowohl fir die analytische als auch numerische Behandlung erweist es sich als vorteil-
haft, die Kontinuiatsgleichung (2.1) mit der Induktionsgleichung (2.5, mit = 0) zu
kombinieren, was ziwWaleénsche Gleichung

d /B B
ilh)=(0 ) 1

fuhrt.
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Einfluss der Strahlung

In der Energiegleichung (2.3)dgt wegenRe, R, > 1 die durch Ohmsche Dissipation
elektrischer Stime und (innere) viskose Reibung entstehen@erid¢ nicht zuAnderung

der spezifischen Entropie¢ eines Massenelements bei. Dessen innere Energie kann sich
jedoch aufgrund von Strahlurigndern, deren Flussdichie,.q im Sterninnern generell
durch den Diffusionsansatz

160 T3
3 Kepp?

Frqa = —pCp/{ZradVT mit krag = (212)

beschrieben werden kann (Priest 1982), webelie spezifische \Brmekapazit bei kon-
stantem Druckk,.q die thermische Diffusiviit undo die Stefan-Boltzmann-Konstante

ist. Die raumliche Variation des Strahlungsflusses innerhalb des Volumens eines Massen-
elementsiihrt zu einer Netto@rmeanderung

dsS
pT = ==V -Fra, (2.13)
rad

die — je nach Vorzeichen — einer Heizung odeihuing des Plasmas entspricht. Eine
Abschatzung der thermischen Relaxationszeit

12

Trad = L

(2.14)

rad

ergibt fur Flussbhren in der Sonne (mit,.q < 107 cm?/s innerhalb der Konvektions-
zone und ~ 10%cm) 7.4 ~ 109s (=~ 32yr). Ein Vergleich mit dynamischen Entwick-
lungszeitskalen 4y, ausbrechender sowie Anwachszeitgninstabiler Flussshren im
toroidalen Gleichgewicht (vgl. Abschn. 2.3.2) liefert

l
Ty = o~ ~ 10's < Ti~10"s < Tra (2.15)

und zeigt, dass die Entwicklung magnetischer Fldissen i.Allg.adiabatischmit pp~™ =
const. ablauft.

2.1.2 MNaherung fur d inne Flusstohren

Die Naherung f@ir dinne Flussdhren(Spruit 1981) stellt eine wesentliche Vereinfachung
sowohl der analytischen als auch numerischen Behandlung der Dynamik magnetischer
Strukturen dar und beruht auf folgenden Annahmen:

> Die Flussbhre wird durch eine isolierte Magnetfeld-Konzentration gebildet, die
in ein ansonsten feldfreies Plasma eingebettet ist; der Magnetfeldsprung zwischen
dem Innern und der Umgebung wird durch eineadAlenstrom auf derdhreno-
berflache bewirkt. Das ideal leitende Plasma kann den Magnetfeldbereich nicht ver-
lassen oder in ihn eindringen.
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> Der Durchmessetl einer Flussbhre istklein im Vergleich zu allen andereruif
die Dynamik relevanten angenskalen, wie etwa der Druckskaléhe f,,, dem
Krimmungsradiug oder der Wellerdnge\ einer Sbrung der Flussgire,

d< Hy R\, ... (2.16)

> Alle GroRenf (f € [p, p,B,v,...]) andern sich auf einer zirkularen Querschnitts-
flache wenig und@&nnen durch ihren Wert auf dedRrenachse hinreichend genau
beschrieben werden.

Aufbauend auf diesen Bedingungen wird die innere Struktur eitienen Flussihre in
einer Taylorreihe um die &hrenachse entwickelt, wobei aber nur die jeweils niedrigsten
Entwicklungsterme — aldingig von der Symmetrieeigenschaft eined@ ist dies die

0. oder 1. Ordnung — backsichtigt werden (Roberts & Webb 1978, Ferriz-Mas et al.
1989); durch Elimination der Terme 1. Ordnung gelangt man letztlich zu einer Darstel-
lung, bei der die Flusshre nur durch die Werte auf debRrenachse beschrieben wird.

Die durch den Verlauf ihrer Achse idealisierte Flugge stellt eine eindimensionale
Kurve im dreidimensionalen Raum dar und legt die Verwendung des begleitenden Drei-
beins (Tangentialvektar, Hauptnormalenvektad, Binormalenvektob) als lokales Be-
zugssystems nahe. Wenn ihre Lade, ¢) durch die Bogeriinges parametrisiert wird,
folgt aus dem Hauptsatz der Kurventheorie

_81'
0s

sowie die Frenetschen Ableitungsformeln

t n= R? und b=txn (2.17)
s

ot n on t b Jb n
== =——+— und

% & ' 9 R R 5 R (2.18)

R ist der lokale Kiimmungsradius uné&, der lokale Torsionsradius der Flushkre. In
der Frenet-Basis gilt per definitioneBr = Bt, wodurch die Lorenzkraft imagnetische
Spannungsund Druckierme der Form

1
— By xB=n—-——+t———-V— 2.19
47 (VxB) x mR47r+ 0s 87 v87T ( )

t.V=_— (2.20)

verwendet.

Wechselwirkung mit der Umgebung

Ein Materieaustausch zwischen Umgebung und Filssrfindet aufgrund der ‘eingefro-
renen’ Feldlinien nicht statt, ein Energietransport bei adiabatischen Zuatatetsingen
ebensowenig. Die Wechselwirkung mit der Umgebung erfolgt durch Impulsaustausch an
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der Oberfhche der Flusshre aufgrund des Druckverlayfs(s) in der umgebenden Kon-
vektionszone und ihres $tmungswiderstands bei transversalen Bewegungen.

Wie sich zeigendsst (z.B. Stix 19893ndern sich in einer hydrostatisch geschichteten
Umgebung sowohl der Gesamtdruck als auch dessen Ableitung ardodesri®berfiche
beim Ubergang von innen nach auRen stetig. UnteriiBlesichtigung des magnetischen
Drucks im Innern der Flus8hre folgt daraus di®ruckgleichgewichtsbedingung

2
pe=p+ o (2.21)
8
Unter der Annahme einer (im mitrotierenden Bezugssystem) ruhenden, nicht-
magnetischen Konvektionszone ohne differentielle Rotation und meridionala$igen
wird die Entwicklung der Flusshre durch die Beziehung
BQ
Vp. =V (p + g) = PeBeft = —peV Vst (2.22)
mit dem Verlaufp, der externen Schichtung gekoppelt.

Das ideal leitende Plasma der Umgebung kann nicht in den féltterf Bereich ein-
dringen, weshalb es bei Relativbewegungen senkrecht abreRachse die Flugsire
umstbmen muss; in der dherung iir dinne Flussihren bleibt bei diesem Vorgang die
kreisformige Querschnittsiche erhalten. Lokal ist die Situation vergleichbar mit der Um-
stromung eines Zylinders, bei welcher sich durch Verwirbelungen auf derdabstden
Seite Druckdifferenzen entlang des Zylinderumfangs bilden, die einen liiprisag —
denaerodynamischen Stmungswiderstané- hervorrufen, defiblicherweise durch die
Beziehung

d
fp = _CDPe§U3_‘A’i (2.23)

beschrieben wird. Dabei ist, der Betrag undr, der (normierte) Richtungsvektor der
Relativgeschwindigkeit, = (v; — v.), senkrecht zur lokalen ¢hrenachse. Die qua-
dratische AbAngigkeit des Stimungswiderstands (2.23) van ist achquat fir Proble-

me bei hohen Reynoldszahlgte > 1. Fur Re < 1 ist hingegen, dem Stokesschen
Reibungsansatz entsprechend, eine lineareaAbigkeit angemessenéry, ist der Wi-
derstandsbeiwert, der von der Reynoldsz&hlabhangt und empirisch bestimmt wird,;
fur Re > 1 gilt bei einem umstimten ZylinderCp ~ 1. Wie genauere Betrachtungen
zeigen, ist die effektive Viskogit in stellaren Konvektionszonen aufgrund der turbulenten
Gasbewegungen @fer als die in Gl. (2.8) verwendete innere Viskéisit, wodurch Re
deutlich reduziert wird. Nach Moreno-Insertis (1984) hat dieser Effekt letztlich aber nur
einen geringen Einfluss auf die Entwicklung magnetischer Fdhsen, weshalb in der
vorliegenden Arbeit’, = 1 beibehalten wird. Auf die Wirkung der aerodynamischen
Reibung wird in Kap. 14 im Zusammenhang mit ihrem Einfluss auf das Séabidrhal-
ten magnetischer Flugsiren audihrlicher eingegangen.

Die Wechselwirkung mit der Umgebung umfasst bisher nur deangtngswider-
stand der Flusshre, aber nicht die Dynamik des externen Mediums. Dieseitzliis
che Aspekt wurde oft durch den Gebrauch der ‘véfigrten Tagheit’ €nhanced iner-
tia) einer Flussbhre beticksichtigt (z.B. Choudhuri 1990, Cheng 1992, Fan et al. 1994,
Moreno-Insertis et al. 1994) und beruht auf di#iserlegung, dass durch die Bewegung
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der Flussbhre auch das externe Medium in Bewegung versetzt und die effektighéit

der Flussbhre dadurch eiht wird. Die konsequente theoretische Beschreibung dieses
Effekts ist bis jetzt allerdings strittig und nicht abschliel3end @ekleine umfassende
Diskussion findet man bei Moreno-Insertis et al. (1996). Da dieser Effekt im Vergleich
mit den anderen Kaften nur klein ist, wird er in dieser Arbeit nicht lirksichtigt (vgl.
Caligari 1995).

Gleichungssystemiir d inne magnetische Flussihren

In Tab. 2.1 sind alleiir die (adiabatische) Entwicklungidner Flussihren relevanten
Gleichungen zusammengefasst. Dabei gilt in der Frenet-Basis (2.17) des begleitenden
DreibeinsB = Bt undv = vt + v,n + v,b. Der Index ‘e’ kennzeichnet GRen

der umgebenden Sternschichtung am Ort der Rilssr interne Gif3en haben — sofern
keine Verwechslungsgefahr besteht — keinen Index.

2.2 Gleichgewicht magnetischer Flussihren

Da die differentielle Rotation im Fall der Sonne keinen signifikanten Einfluss auf das Auf-
stiegsverhalten hat (Caligari 1995) und in schnell rotierenden Sternen deutlich geringer
ausgepagt ist (Donahue 1993, (Rliger et al. 1998) wird im Weiteren von einstarren
Sternrotationausgegangen.

Eine langfristige Speicherung von Magnetfeldern innerhalb der Konvektionszone, et-
wa fur die Zeitdauer eines mehfjrigen Aktivitatszyklus, ist praktisch nichtaglich. Im
thermischen Gleichgewicht mit ihrer Umgeburig & T'.) besitzen sie aufgrund des late-
ralen Druckgleichgewichts (2.26) eine geringere Dighte: p. und unterliegen deshalb
dem Auftrieb; Flussihren mit SupeAquipartitionsfeldsarkert von B, > 10° G, auf
die beispielsweise Sonnenfleckenimkzutihren sind, durchqueren die Konvektionszo-
ne (~ 2 - 10'°cm) mit Aufstiegsgeschwindigkeiten vor 3 - 10% cm/s in weniger als
100d. Dies wurde innerhalb kurzer Zeit zu einer gravierenden Abnahme des magneti-
schen Flussedihren und dem Feldvegskungsmechanismus seine Grundlage entziehen.
Es wird angenommen, dass dieser in der UmgebunJaghoclinearbeitet, der Grenz-
schicht am unteren Rand der Konvektionszone, die durch starke Gradienten der differenti-
ellen Rotation charakterisiert wird. Das datbergang zum radiativen Kern — in der stabil
geschichteten, subadiabatiscli@rershootRegion — gespeicherte Magnetfeld unterliegt
dabei dem turbulenten Einflugkerschie3ender Plasmé&strungen aus der daoerlie-
genden Konvektionszone (Spruit & van Ballegooijen 1982, van Ballegooijen 1982).

Die verschiedenen Bereiche werden durch thoperadiabatiziat ) = V — V4 un-
terschieden, wobeV = (dIn7/dInp) der logarithmische Temperaturgradient ist; der
Index ‘ad’ steht @ir adiabatische Zustar@sderungen. In desuperadiabatisclyeschich-
teten Konvektionszone ist> 0 und in dersubadiabatische@vershoot-Regioh < 0.

Die Aquipartitionsfelds'aarkeBeq sei die Feldsirke, bei der die magnetische EnergiedicBte/ (87)
gleich der kinetischen Energiedichte.?/2 ist. Dabei istv. eine typische Geschwindigkeit am Ort des
Magnetfelds, etwa der konvektiven &tnung oder der differentiellen Rotation.
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. . d
Energiegleichung: — (£> =0 (2.24)
dt \ pY
: R
Zustandsgleichung: p= p;T (2.25)
2
Druckgleichgewicht: Pe =D+ ™ (2.26)
™
Fluss-Erhaltung: ®=A-B = AB = const. (2.27)
Effektive Gravitation: ot = —V (\11* — % |2 x r|2> (2.28)
, : d , .
Stromungswiderstand: fp = —C’Dpe§vlvl (2.29)
i} . d (B B [(0v; vy
Wal he Gleichung: — === -= 2.30
alénsche Gleichung dt(p) p(&s R) ( )
dt ov, v Up
Zn= =4+ = 2.31
@ "~ RTR (2:31)
dt vy,  Up
— b= 2.32
dt 0s Rt ( 3 )

Bewegungsgleichung:

dv op

p% -t = _% + P8Beft + 2p (t X V) - Q) (233)
= (p—pe)(t )+2p(tx V) -Q+ 05 (2.34)
= (p—po) (t-gesr) +2p o :

dv 1 B2

P ™= (P—pe)(n'geﬁ)‘i‘QP(nXV)'Q‘FEEﬂLfD‘D (2.35)

dv

P&'b = (p—pe) (b-get) +2p(bx V) - Q+fp-b (2.36)

TABELLE 2.1: Gleichungssystemidner magnetischer Fluggren.
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2.2.1 Mechanisches Gleichgewicht

Ausgangspunktifr alle weitererlUberlegungen ist die Annahme der Existenz isolierter,
axialsymmetrischer Flusshren innerhalb der Overshoot-Region, die im stdtren me-
chanischen Kiftegleichgewicht in Ebenen parallel zufmuator liegen. Andere Aus-
gangskonfigurationen (z.B. isotherme Nicht-Gleichgewichténas) wurden u.a. von
Choudhuri (1989), Moreno-Insertis et al. (1992), Fan et al. (1993, 1994) und Caligari
et al. (1998) untersucht.

AuRerhalb deAquatorebene ist es im stati@ren Gleichgewicht nicht églich, den
Auftrieb in sptarisch-radialer Richtung volighdig zu kompensieren: Die Binormalen-
komponente (2.36) der Bewegungsgleichung fordert w&gem = 0 einen verschwin-
denden Dichtekontrast,

Ap = (pio— peo) =0. (2.37)

Aufgrund der Auftriebsneutralit und Axialsymmetrie ist die Tangentialkomponente
(2.33) identisch eifllt. Im Kraftegleichgewicht wird die nach innen gerichtete ma-
gnetische Kilmmungskraft durch die Corioliskraft kompensiert, die aus deining

Vo = Vig — Ve = Uot mit der Relativgeschwindigkeit

L DY PO R (2.38)
vy = — — ] = )
0 Ko VAo €2

resultiert, wobek, = 1/R, die konstant&Krimmungdes Flussrings ist. Das Plasma im
Innern der Flusgrhre ist etwas #hler und rotiert schneller als die umgebende Konvekti-
onszone — im mit dem Stern rotierenden Bezugssystem gilt bei starrer Rotation.

Das mechanische toroidale Gleichgewicht stellt detirlichen Zustand einer
Flussbhre in der Overshoot-Region dar (Moreno-Insertis et al. 1992), der sich etwa auf-
grund folgender Entwicklung einstellt (vgl. Abb. 2.1). Angenommen, eine Fdhssibe-
finde sich in einem Nicht-Gleichgewichtszustand, in dem (0.B.d.A.) die Innendichte ge-
ringer als die der Umgebung isti(< p.) und keine Geschwindigkeitsdifferenz & 0)
existiert, so wird sich durch ihren adiabatischen Aufstieg innerhalb der subadiabatischen
Overshoot-Region der Dichtekontrast stetig verringern. Die gleichzeitig aufgrund der
Drehimpulserhaltung einsetzende interneéd®iung ¢ < 0) bewirkt eine Corioliskraft,
die zusammen mit der KKimmungskraft den Flussring in Richtung zur Rotationsachse
zusammenzieht. Diese beidenafte kbonnen aber die Auftriebskomponente parallel zur
Rotationsachse nicht kompensieren, weshalb die Fihssmahrend ihres Aufstiegs zu
hoheren Breiten driftet. Innerhalb des Isorotationsradiss € ., d.h.v = 0) fuhrt
die Drehimpulserhaltung aufgrund des kleiner werdenddimitnungsradiug? so lan-
ge zu einem Anwachsen der Relativgeschwindigkeit( 0), bis die Corioliskraft die
Krimmungskraft kompensieren und die Fldgse im auftriebsneutralen Kftegleichge-
wicht halten kann, d.h. bis Gl. (2.38) élit ist. Bei nicht zu grof3er Anfangsfeldske
liegt der isochore Flussring(= p.) nun etwas aher an der Rotationsachse, aber weiter
aul3en in der Overshoot-Region.

Entdimensionierung der Stromungsgeschwindigkeity: In Kap. 4 werden Sterne un-
terschiedlicher Entwicklungsstufen und Massen untersucht, bei denen sich die Absolut-
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werte der GleichgewichtsgRen deutlich voneinander unterscheiden. 8odn die dort
relevanten Parameterbereiche

10°G < By< 10°G
10%ecm < Ry < 3-10"cm
10%g/em® < py< 4-107'g/cm?
26-1077s! <Q< 107457

zu einem Wertebereich voBx/(/4mp2) ~ 10~*...10%. Es ist daher vorteilhaft, zur
Beschreibung des Gleichgewichts die dimensionside&nsche Machzahl

. Vo . Q Ca,0R0 2_
My = 20 — ( 1+( . ) 1> (2.39)

Ca,0 Ca,0K0

zu verwenden, welche die interne @trungsgeschwindigkeit, in Einheiten der Alfen-
Geschwindigkeit
B

VAarTp

angibt. Der Verlauf vonl/, ist als Funktion des dimensionslosen Ausdrueks:,/ 2,

der praktisch alle gleichgewichtsrelevanterbGen umfasst, in Abb. 2.2 dargestellt: Es
istimmer/, < 1. In derAquatorebene der Sonne ist in der Mitte der Overshoot-Region
beispielsweise (mip = 0.15g/cm?, ry = 1/(5.07 - 10!°) em ™, Qg = 2.76 - 107%s71)
Cakio/2 =5.2-107° x By [G].

(2.40)

Cy =
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ABBILDUNG 2.2: Alfvénsche Machzahl/,, fir magnetische Flussinren im statioaren mecha-
nischen Gleichgewicht.

In Hinblick auf die Untersuchung schnell rotierender Doppelsterne ist weiterhin die
Rossbyzahl
Ko QMQS
Ro = pg— = —— 20 _ 241
o7 T T2 (2.41)
von Interesse, die den relativen Einfluss der Corioliskraft quantifiziert; der magnetostro-
phe Grenzfall wird beispielsweise durch sehr kleine Rossbyzahlen charakterisiert.

2.3 Ausbruch magnetischer Flussbhren

Turbulente Fluktuationen in der Overshoot-Region, hervorgerufen divehschief3en-

de Gaspakete aus der Konvektionszone, bewirken eine Verschiebung deblfiiesseg-
mente aus ihrer toroidalen Ausgangskonfiguration zu benachbarten Orten, an denen kein
exaktes Kaftegleichgewicht mehr herrscht und die weitere Entwicklung durch die re-
sultierende Nettokraft bestimmt wird. Grurgdslich reagiert eine Flusshre auf kleine
Sthrungen mit einem charakteristischen Spektrum von Eigenschwingungen, deren Struk-
tur und Frequenzen von der #inmung und Feldatke der Flusgihre sowie den Gege-
benheiten der Sternschichtung abgen. Oberhalb einer kritischen Feldke sind kleine
Auslenkungen instabil, wachsen an und entwickeln Schleifen, die in der Konvektionszo-
ne aufgrund ihres magnetischen Auftriebs bis zur Oaen# aufsteigen und dort Flecken,
bipolare Gruppen und aktive Regionen bilden.

2.3.1 Instabilitats-Mechanismen

Fur toroidale Flusgrhren ist insbesondere der Instakilgityp von Bedeutung, bei dem
sie in einer gravitativ geschichteten Umgebung gégen adiabatisch ablaufenden Ver-
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biegungen ihrer Feldlinien aalfig sind (Parker 1966). Diedearker-Instabilitat basiert
prinzipiell auf folgendem Mechanismus. Wird ein Flugsrensegmeniber die Gleich-
gewichtsposition angehoben, aadern sich die internen $mungsverhltnisse dahin-
gehend, dieses Element wieder ins hydrostatische Gleichgewicht zu bringen. Dazu setzt
ein (Netto-)Massenfluss aus dem angehobenen Teil zu den tiefer liegenden Segmenten
ein, wodurch die Dichte im ausgelenkten Teil ateich zur adiabatischen Expansion
abnimmt und den Auftriebdrdert; der letztlich den Auftrieb bestimmende Dichtekon-
trast Ap hangt aber auch empfindlich von der Superadiabatizitder Umgebung ab.
Nach Gl. (2.19)andert sich durch die Biegung der Flu#sre gleichzeitig die magneti-
sche Spannung, die mit dem gruatgichen Ziel der Verirzung der Feldlinien dieser
Auslenkung entgegenwirkt. Letztlich entscheidet das &niis zwischen Auftriebs- und
Kriommungskraftiber das Einsetzen der Instaléitit

Unter bestimmten Umanhden tritt, insbesondere bei hohen Breiten, die axialsym-
metrische'poleward slip-Instabilitat auf, bei welcher sich der Flussring &hnlich ei-
nem gespannten Gummiband — zusammenzieht und Richtung Pol rutscht. Verantwort-
lich fur dieses Verhalten ist ddsberwiegen der nach innen gerichteten magnetischen
Krummungskraftiber die nach auf3en weisende Corioliskraft; trotz der durch die Dre-
himpulserhaltung anwachsenden Relativgeschwindigk&ann diese die starke Span-
nung des Rings bei kleinen Eimmungsradien nicht mehr kompensieren. Bei den hier
untersuchten &len ist dieser Mechanismus allerdings nur von untergeordneter Bedeu-
tung.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine atdiche, neuartige Instabidit gefunden, die
auf den Stomungswiderstanfl, einer Flussbhre zuiickzufihren ist. Bei den hier unter-
suchten Flusghren entwickelt sich diesgtromungsinstabilitat auf Zeitskalen, die mit
den Anwachszeiteiiblicher Parker-Instabilitten vergleichbar sind, weshalb sie flie
Speicherung magnetischer Flusisren unter bestimmten Bedingungen von Bedeutung
ist (vgl. Kap. 10). Die detaillierte Untersuchung ihrer Eigenschaften und des zugrundelie-
genden Mechanismus folgt in Kap. 14.

2.3.2 Lineare Stabilitatsanalyse

Die Zerlegung infinitesimaler adiabatischer Auslenkunge(s, ¢) einer Flussbhre aus
ihrer toroidalen Gleichgewichtslagg(s) in ein vollséndiges System harmonischer Ba-
sisfunktionen der azimutalen Wellenzahl(vgl. Abb. 2.3),

r(s,t) =rg+0r =ro+ Z 0Ty, exp [1 (mkos + wit)] (2.42)

m=0

und die Bestimmung der Eigenfrequenzepn erfolgt mittels einer linearen Stabiits-
analyse (Spruit & van Ballegooijen 1982, Ferriz-Mas & 8s$ler 1993, 1995, Ferriz-
Mas et al. 1994). Durch den Versaitz ergeben sich aus dem Gleichungssystémner
Flussbhren (Tab. 2.1)ir alle GbRRenf; kleine Abweichungeid f; vom Gleichgewichts-
wert f; o. Die Kombination der resultierenden Gleichungen und Verréssidung von
Storungstermen vondherer als 1. Ordnungx( [[(0 f;)™ mit > n; > 2) fuhrt zu Bewe-
gungsgleichungerilf die lineare Auslenkungr, die nur von den Gleichgewichtsiten
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ABBILDUNG 2.3: Schematische Darstellung von Eigenmodi mit azimutalen Wellenzahlen
1...5. Kreise (gestrichelt) symbolisieren die toroidale Ausgangskonfiguration der &tussm
Gleichgewicht.

fio abhangen und mit der Zerlegung (2.42) in ein algebraisches Gleichungssystdia f
Eigenvektorenr,, Uberfihrt werden. Nicht-triviale bsungen dieses Systems existieren
nur, wenn die Eigenfrequenz,, Losung deDispersionsgleichung

D cw' =0 (2.43)

ist. Die Wurzeln dieses Polynoms 6. Grades entsprechen den sechs Freiheitsgraden des
Problems: Die prograde und retrograde Ausbreitung periodischer Auslenkungen in drei
Raumdimensionen stellen gekoppettagneto-akustische Transversald Longitudi-
nalwellen dar. Die komplexwertige Eigenfrequenz bestimmt die Entwicklung der
Flussbhre: Ihr Realteil legt die Schwingungsperiofie = 27 /R(w) der Auslenkung
und zusammen mit der Wellenzahldie Ausbreitungsrichtung und Phasengeschwindig-
keit

Up = _R) (2.44)

mkKo

des Wellenmodus fest. Der Imagirteil 3(w) entspricht dem Inversen dénearen An-

wachszeit

1
T=— (2.45)

I(w)

fur3(w) < 0 wachst die Amplitude der 8tung mit der Zeit exponentiell an,iir $(w) >
0 nimmt sie entsprechend ab.

Die Angabe einer algebraischen Dispersionsgleichung ist nur im Einzelsternproblem
moglich, da hier die Eigenfunktionen des Problems mit den harmonischen Basisfunktio-
nen der Zerlegung (2.42) identisch sind. Im entsprechenden Doppelsternproblem (Kap. 9)
bestehen Eigenfunktionen aus einem Spektrum harmonischer Funktioneromomenk
analytisch nicht mehr in geschlossener Form bestimmt werden.

Qualitativer Uberblick

Durch die Vorgabe ihrer Gleichgewichts-Felii$te B, und -Lage(ry, Ag) im Stern ¢o:
Abstand vom Sternmittelpunkg,,: Breite) sind die Stabil&tseigenschaften toroidaler
Flussringe festgelegt. Sofern keine anderen Angaben gemacht werden, wird als Gleich-
gewichtsradius, etwa die Mitte der Overshoot-Region gé&hit. Als Beispiel wird in
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ABBILDUNG 2.4: Anwachszeiterr toroidaler Flussshren im mechanischen Gleichgewicht in
einem sonneithnlichen Einzelstern mit der Rotationsperidde= 15d. (B, A)-Konfigurationen
fur die Parker-Instabiliiten mit azimutalen Wellenzahlen = 0...2 einsetzen sind grau un-
terlegt, weil} stehtiir stabiles Gleichgewicht. Die Niveaulinien markieren Anwachszeitea
5,10, 50,100, 500, 1000 und 5000 d des jeweilsnstabilstenModus einer Ausgangskonfigurati-
on.

Abb. 2.4 das Stabiliitsdiagramm magnetischer Flussringe in einem Einzelstern mit Ro-
tationsperiodel’ = 15d dargestelft. Es zeigt die Anwachszeit desinstabilstenEi-
genmodus eine(B, \)-Konfiguration, deriiblicherweise die a@dhgliche Entwicklung
dominiert. Bei Feldstrken B, < 10° G sind Flussbhreniiberwiegend stabil, es treten
lediglich einige lokalisiertdnstabilitatsinselnmit meist langen Anwachszeiten aufir-

By 2 10° G findet man hingegen ausgedehnte Bereiche der Parker-Instatmilttunter-
schiedlichen dominanten Wellenzahleim, velche die Anwachszeiten mit zunehmendem
B schnell abnehmen und typischerweise bei wenigen hundert Tagen liegen. Bei hohen
Breiten \p > 60°) wirkt sich die mit abnehmendem Hmmungsradiug?, = 7, cos Ag
wachsende Spannungskraft der Magnetfeldlinien stabilisierend auf die dHussaus.

Bei hohen Feldétrken nimmt deren Einfluss jedociberhand undifhrt zur ‘poleward
slip’-Instabilitat mitm = 0.

Eine Parker-Instabilitt mit 7, # 0 hat den oszillatorischen Charakter eitdrer-
stabilitat, d.h. die Sérung erzeugt eine Welle, deren Amplitude mit der Zeitskala
anwachst. Die axialsymmetrische Instaldtibei hohen Breiten zeigt hingegen als einzige
ein monotones Anwachsen. Abbildung 2.5 verdeutlicht den Verlauf der Schwingungspe-
riode T';; und deren Verdltnis Ry, = 7/T';s zur linearen Anwachszeit/berwiegend gilt

’Diagramme fir andere Rotationsperioden, aber ansonsten identische Ausgangskonfiguration sind in
Abb. 13.3 (" = 27d) und Abb. 9.9 = 2d) angegeben. Die Diagramme in Abb. 9.8« 0.75...10d)
gelten zwar fir Doppelsterne, werden aber durch die Parker-Instabdibminiert. Zusammengefasst ver-
deutlichen sie die Akdngigkeit der Stabilétseigenschaften von der Rotationsperiode.
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ABBILDUNG 2.5: Schwingungsperiodens der in Abb. 2.4 dargestellten Instakiiien. Die Ni-
veaulinien markieren Schwingungsperiodgn = (10, 25, 50, 75) - 10(23) d und die grau unter-
legten Bereiche das Vaihnis Ry = 7/t;5 zwischen Anwachszeit und Schwingungsperiode. Bei
der streng monoton anwachsengeteward sliplnstabilitat (dunkle Ecke rechts oben) iBf; = 0

und Ry — oo.

Ry < 1, d.h. Teile dieser Flusshren erreichen die Konvektionszone bereits nach weni-
gen Schwingungsperioden. Bei hohen Feldstn istk, < .5, sodass Flushren trotz
Uberstabilitit mit einerquasimonoton wachsenden Amplitude aufsteigen.

Die Stabilitatseigenschaften einer Flugsre werden nachhaltig durch den Wert der

Superadiabatizit 6 ihrer Umgebung bzw. den Ausdruck

2
36 = ( P )5 Mt Dung = 5 (2.46)
pmag 8

bestimmt, wobep,,,, der magnetische Druckn Innern der Flusgihre ist. Im Sternin-
nern gilt typischerweisg >> 1, weshalb bereits kleintnderungen der Superadiabatiit
grofRen Einfluss auf die Stabdiiseigenschaften haben. Im unteren Teil der Konvektions-
zone variierty vergleichsweise stark; im oben dargestellten Fallist~ 10°cm,d =
1-10-%und Hs/H, ~ 0.08. Dabei istd, die Dicke der Overshoot-Regiof,, die Drucks-
kalenlohe undH; die Skalenbhe der Superadiabatiatt

Prinzipiell wird durch die Feldveratkung im Laufe des Dynamoprozesses die Po-
sition einer Flussihre im Stabiliatsdiagramm auf einer Zeitskata,,, nach rechts ver-
schoben. Falls sie dabei in den Bereich einer Instabititit der Anwachsrate,, kommt,
hangt ihre weitere Entwicklung vom Veitinis der Zeitskalen ab: Ist; < 7,p, SO Wird
die Flussohre ausbrechen und dabei nicht mehr signifikant 8ektFIr 7is > Tamp
wird hingegen vithrend des Anwachsens dedfsing auch die Feldatke zunehmen und
sich die Flusgihre im Stabiliaitsdiagramm weiter nach rechts bewegen. Dadurch ist es
ihr moglich, Instabiliitsinseln zu durchqueren und wieder stabile Zndé bei bher-
en Feldsarken zu erreichen. Zur klaren Auggrung eines Aktiviatszyklus nissen die
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Ausbruchszeiten magnetischer Flugsen Kirzer als die Zyklusdauer sein, die bei son-
nerghnlichen Sternen im Bereich von etwa. . 15 yr liegen (z.B. Baliunas & Vaughan
1985). Die Zeitskala;, welche lediglich die a@ingliche Entwicklung der Fluséinre in

der Overshoot-Region charakterisiert, muss dementsprechend nochmals deufiexh k

als dieser Zeitrahmen sein. Im Fall der Sonne geht man davon aus, dass dakuWags-
mechanismus durch starke Scheistungen am unteren Rand der Konvektionszone an-
getrieben wird und nimmtiir diesen Vorgang als charakteristische Zeitskala mehrere
Sonnenrotationen an, d.h. wenige hundert Tage.. Zahlreiche Arbeiten (Choudhuri & Gil-
man 1987, Choudhuri 1989, Moreno-Insertis et al. 1992, Fan et al. 199%4s$Sehet al.

1994, Ferriz-Mas 1996) kommaibereinstimmend zu dem Schluss, dass die Ausgangs-
feldstrke in der solaren Overshoot-Regiemva eine GoRenordnungiber derAquipar-
titionsfeldsérke B, =~ 10* G liegen muss, damit die Ausbruchscharakteristika magneti-
scher Flussihren (Ausbruchsbreite, Kippwinkel, Asymmetrie,. . .) konsistent mit Beob-
achtungen von Sonnenfleckengruppen sind. In der (fat fdie Forderung nach Super-
Aquipartitionsfeldsarken > 10° G auf Anwachszeiten voa- 100...300d. Unserem
Grundgedanken folgend, wird auf diesen bisherigen Erkenntnissen im Fall der Sonne
aufgebaut und bei der weiteren Anwendung von vergleichbaren Anwachszeiten ausge-
gangen.

2.3.3 Nicht-lineare Entwicklung und Ausbruch
Numerisches Verfahren

Die Simulation der nicht-linearen Entwicklung einer geschlosserngmeh Flussihre

in der aul3eren Konvektionszone eines Sterns basiert auf einem numerischen Code, der
urspiinglich von Moreno-Insertis (1984, 1986) entwickelt und danach von Caligari (1991,
1995) erheblich erweitert wurde.

Das Flussbhren-Programm verwendet ein Lagrangeverfahren, bei dem die Entwick-
lung einer festen Anzahl von dRrenelementen konstanter Masse verfolgt wird. Dies
ermoglicht die Untersuchung ihrer Dynamiilber etliche Druckskalerinen hinweg, vom
Boden der Konvektionszone bis dicht unter die Sternobehni. Zur Parametrisierung
der Flussbhre bietet sich die Lagrangesche Madse = pAds an, mit deren Hilfe die
Walénsche Gleichung (2.11) in der Form

1d (B d (1 dl ov 1 Bov 1 (B
“ 2 =8 ()= P (2 2.47
@dt(p) dt(pA) dt  om AB p 0s @(p V>V ( )

geschrieben wird; dispezifische &ngel = |1| = 1/(pA) = ds/dm ist ein Mal fir die
Streckung eines &hrenelements. In dem zweistufigen Differenzenverfahren erfolgt die
raumliche Diskretisierung der eindimensionalen Flokez auf einem versetzten Gitter
(staggered meghMit Gl. (2.47) folgt aus der Ableitung des Geschwindigkeitsvektors
nach der Lagrangeschen Massen den Gittergrenzendie zeitlicheAnderung des spe-
zifischen langenvektord am Gittermittelpunkt eines Massenelements; aus diesen drei
GrofRen kann dann die weitere Dynamik abgeleitet werden. Das ebenfalls zweistufige,
implizite zeitliche Integrationsverfahren zeichnet sich dabei durch seine numerische Sta-
bilitat aus.
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Simulationen

Die Anregung der InstabiBit in der Overshoot-Region erfolgt durch diedfsing des
toroidalen Ausgangszustands mit einer Superposition harmonischer Auslenkungen mit
Wellenzahlenn = 1...5. Mit dem Einsetzen der Instabéit bilden sich — je nach do-
minierendem Instabilitsmodus —n Flussbhren-Schleifen, deren Amplitude mit einer
Anwachszeit der Gif3enordnung zunimmt. Aufgrund des wellenartigen Charakters der
Parker-Instabilit bewegt sich die 8tung entlang der Flusghre. Mit dem Massenfluss

aus den Gipfelsegmenten in die tiefer liegenden Teile der Fhseswerden diese schwe-

rer und sinken solange ab, bis sie von der starken Subadiabiaties radiativen Kerns
gestoppt werden. Dieser in der Overshoot-Region verbleibende Teil tallief aufstei-
gende Flusgihre eine effektivé/erankerunglar.

Nach ihrem Eintritt in die superadiabatische Schichtung der Konvektionszone be-
schleunigt sich ihr Aufstieg aufgrund des konvektiven Auftriebs erheblich. Durch den
Einfluss der geometrieabhgigen Kilmmungskraft und der geschwindigkeitsahbi-
gen Coriolis- und Reibungséfte wird die Trajektorie des Gipfelelements typischerweise
zu hoheren Breitem\ und, der Drehimpulserhaltung und dem Wellencharakter der In-
stabilitat entsprechend, in azimutaler Richtung@bgelenkt; in einem Doppelstern unter-
liegt sie zugtzlich der ortsalkdngigen Gezeitenkraft. Die Transversalbewegung dér&
wird durch den Sttmungswiderstand derdRre grundatzlich gehemmt. Allerdings zeigt
sich, dass dessen Einfluss, der mit wachsendéhrdhdurchmesser abnimmt, bei dem
Ublicherweise verwendeten d@mfglichen Wert vonl, = 2 - 108 cm nur einen geringen
Einfluss auf die Aufstiegsgeschwindigkeit hat. Der von ihm ausgehende Drehimpuls- und
Energietransfer beeinflusst jedoch die internedr8tmgsverhaltnisse und verursacht u.a.
das Einsetzen der $imungsinstabildt.

Durch die Abnahme des externen Gasdrucks dehnt sich der aufsteigende Teil der
Flussbhre stark aus, weshalb die Bedingung (2.16) nahe der @bkl > 0.98 R,)
gewdhnlich nicht mehr eidllt ist und die Simulation gestoppt wird. Der eigentliche Aus-
bruch an der Obeidche kann daher im Rahmen deal¢rung dnner Flussshren nu-
merisch nicht nachvollzogen werden. Da der Aufstieg hier sehr schnell und nahezu radial
verlauft, kann man aber davon ausgehen, dass die Endposition der Simulation mit der
tatsachlichen Ausbruchsposition an der Obéefie gutibereinstimmt.

Dieses Modell ausbrechender Flugsen fihrt im Fall der Sonne (Caligari et al.
1995, Scilissler et al. 1996) und bei schnell rotierenden, jungen Sternen (Granzer et al.
2000) zu gutertJbereinstimmung mit den Beobachtungen.
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Kapitel 3

Einleitung und Motivation

Grenzlinien im Hertzsprung-Russell Diagramm

Beobachtungen charakteristischer Signaturen einer Vielzahl von Sternen geben Hinweise
auf die Existenz von Grenzlinien im Hertzsprung-Russell Diagramm (HRD), die Berei-
che bestimmter Spektraltypen und Leuchtkraftklassen abteilen, in denen ein charakteri-
stisches Merkmal besonders deutlich ausggpist oder sich aufillig andert (Abb. 3.1).

Bei der Analyse der Asymmetrie von Linienprofilen fand man im HRD eine Grenzli-
nie, an der sich das photosbische Geschwindigkeitsfeld der Stedrealert. Ausgehend
etwa vom Spektraltyp FO auf der Hauptreihe @eft die Granulationgrenzlinie nahezu
vertikal durch alle Leuchtkraftklassen (Gray & Nagel 1989), woligilkre Sterne typi-
scherweise sonnahnliche Asymmetrien in ihren Spektrallinien zeigen. limken Zwerg-
sternen mit Oberfichentemperaturéfi.s < 7000 K und MassenV/, < 1.3 M, erfolgt
der Energietransport in détuReren Schichten durch Konvektion, die sichdbergang
zur stellaren Photosg@ine durch ein typisches Granulationsmuster bemerkbar macht. Je
geringer die Sternmasse, desto tiefer ist die Konvektionszone im Vergleich zum Gesam-
tradius des Sterns: Bei der Sonne (Spektraltyp G2V) sind es3@wavahrend sehr mas-
searme M-Zwerge vollandig konvektiv sind. In massereicheréd (> 1.3 M) Zwerg-
sternen erfolgt der Energietransport in dar3eren Schichten hingegen durch Strahlung.
Erst wenn sie die Hauptreihe nach Verbrennen ihres zentralen Wasserstoffvorrats ver-
lassen haben und sich ziilden Unterriesen bzw. Riesen entwickeln, bilden sie (nach
Uberqueren der Granulationsgrenze) gin@ere Konvektionszone, die in Sternen am Fu-
e des Riesenastes (RGBd giant branch bis zu90% des Sternradius ausmacht und
uber70% der Sternmasse erith.

Kuhle Sterne, die @hrend ihres sehr langen Hauptreihenstadiums magnetisch aktiv
sind, erfahren @hrend dieser Zeit eine signifikante Abbremsung ihrer Rotatr@g(etic
braking). Vom Stern abstimendes Plasma folgt innerhalb eines bestimmten Bereichs dem
Verlauf des dynamisch dominierenden stellaren Magnetfelds und wird von diegesn n
rungsweise zur Korotation mit der Sternumdrehung gezwungen. Aufgrund @alésrgn
Abstands von der Rotationsachsed@rtsich dadurch der Drehimpuls des Gaseghrend
der des Sterns entsprechend abnimmt. Wenn die spezifische Bewegungseri&gie gr
als die Energiedichte des stellaren Magnetfelds wird (am so genanntamadius), be-
wegt sich das Plasma weitgehend uréaiigig vom Magnetfeld und transportiert beim

31
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I \ b 71 ABBILDUNG  3.1: Schematischer
My | > Il | Verlauf verschiedener Grenzlinien
L 7 {im HR Diagramm [nach Gray
(i I 4 (1991)]. Die grauen Linien mar-
| / | kieren  Bereiche  verschiedener

1 Leuchtkraftklassen, die etwas dicke-
1 re entspricht der Hauptreihe (LC V).
Grenzenlinien (schwarz) unterteilen

Coronal . . . .
Boundary | das Diagramm in Gebiete, in denen

Rotati . ,
B;’uﬁgg’r‘y 1 charakteristische Merkmale wie z.B.
" 1 Konvektion, schnelle Rotation oder
10 \Y - ..
starke Rntgenemission mehr oder
L L L L L weniger ausgepigt sind.
A0 FO GO KO M4

Abstrtomen den zuvoiibertragenen Drehimpuls vom Stern weg. Durch diesen kontinu-
ierlichen Drehimpulsverlust, dessen Ausmal} letztlich von dark8tdes Windes und

des Magnetfeldes aBhgt, wird die Sternrotation abgebremst. Hauptreihensterne heil3er
als Typ F zeigen praktisch keine magnetische Akiitvitndandern erst @hrend ihrer
Nach-Hauptreihen-Expansion aufgrund des anwachsendgditsmoments ihre Rota-
tionsrate. Generell scheint eine signifikante Rotationsbremsung bei Zwergen, Unterriesen
und Riesen erst auf defikleren Seite deRotationgrenze (Abb. 3.1), nach der Ausbil-
dung einer ausreichend tiefen Konvektionszone und entsprechend starker magnetischer
Aktivit at, wirksam zu sein. Die Rotationsgrenze &eft etwa vom Spektraltyp F5V auf

der Hauptreihe bis GO Ill bei den Riesen (Gray 1989). Durch die starke Ausdehnung der
konvektiven Hille und dieAnderung der Massen-und Drehimpulsverteilung zwischen
Hulle und Kernandert sich sowohl der innere Aufbau als auch die Rotation der Nach-
Hauptreihensterne nachhaltig.

Die Koronagrenzlinie

Mit Satelliten-Missionen wiginstein IUE oderROSATkonnten umfassende Beobach-
tungen im EUV und weichen éhtgenbereich durchgdfrt werden, die bei den meisten
Riesensternen Linienemission mehrfach ionisierter Elemente wie CII-1V, Silll-IV oder
NV und Rontgenemission bdi. .. 2keV offenbarten, die charakteristiscarfTempera-
turen von10®...107 K und typisch @rr heiRe Chromosgitien,Ubergangsschichten und
Koronen sind.

Frihe Beobachtungen (Linsky & Haisch 1979, Ayres et al. 1981) entdeckten etwa
beim Spektraltyp KO-3 eine markanik®ronagrenzlinie (CDL,coronal dividing ling,
die Riesensterne mit AnzeicheiirfChromosphren und Koronen von solchen mit chro-
mosplarischen Temperaturen bis etw@ K trennt, die offenbar keine so heiBen Atmo-
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spharenschichten haben. Nachfolgende Beobachtungeatigtsh den drastischeniBk-

gang koronaler Bntgenemission bei Riesen und untermauerten dadurch das Konzept
der CDL (Maggio et al. 1990, Haisch et al. 1990). Zwar waren die$leein Beobach-
tungen noch durch eine vergleichsweise geringe Zahl an Objekten und niedrige Nach-
weisgrenzen limitiert, aber auch die leisturiggfere ROSAT Durchmusterung (RASS,
ROSAT All-Sky Surveyeigte eine klare Zweiteilung bei derdRtgenemission ikhler
Riesen(Haisch et al. 1991, 1992a, Ayres et al. 1991). Letztlich war aber auch deren Nach-
weisempfindlichkeit nicht ausreichend, um diégtiche Existenz von heil3em, koronalem
Gas in Kihlen Riesen mit Bestimmtheit auszuschliel3en. Zumindest die Beobachtung von
Rontgenemission so genannter Hybrid-Stémeigte, dass die CDL nicht auf den Leucht-
kraftklassenbereich der hellen Riesen whkerrieseniibertragen werden kann (Haisch

et al. 1992b, Reimers & Schmitt 1992, Reimers et al. 1996). Im Folgendeéatigest

ten wesentlich empfindlichere ROSAT-Beobachtungen den starliekg@ng koronaler
Rontgenemission bei Riesensternen um den Spektraltyp KBigeh et al. 1996), ent-
deckten dabei aber auch schwaclimigenstrahlung beitkhleren Riesen, teilweise sogar

bei Vertretern des Spektraltyps M igHsch et al. 1998). Durch diese Beobachtungen wird
das Konzept der CDL zwar aufgeweicht, der signifikante Abfall charakteristisaigr R
genemission in Riesensternen in der Umgebung der Koronagrenze im HRD ist aber nach
wie vor gegeben.

Koronale Magnetfelder

Magnetfelder haberif die Koronen khler Sterne eine fundamentale Bedeutung. Tem-
peraturen voruber 10° K entsprechen sehr groBen thermischen Geschwindigkeiten, die
aufgrund der geringen Schwerkraft in der Atmoggheines Riesensterns zum Absten
von Plasma und zum Verlust der Kororignfen wirden. Weil aber Strmungen senkrecht
zur Feldlinie unterbunden werden, kann Plasma, das innerhalb geschlossener Magnetfeld-
strukturen gefangen ist, die Korona nicht oder zumindest nur sehr schwer verlassen. Ohne
den Einfluss ausgedehnter geschlossener Struktuiesew Teilchen innerhalblkzester
Zeit das Schwerefeld des Sterinserwinden und als Wind abstmen, so wie es bei der
Sonne in Zonen ‘offener’ Feldlinien der Fall ist. Didger hinaus spielt das Magnetfeld,
wie im Fall der Sonne, bei der Heizung eine wichtige Rolle. Durch den Energietrans-
port entlang magnetischer Flughren in Form magnetohydrodynamischer Wellen und
die Ohmsche Dissipation elektrischer@tre tiagt das Magnetfeld entscheidend zur Auf-
rechterhaltung koronaler Temperaturen bei.

Die koronale Bntgenemission entsteht haujtklich in grof3skaligen, geschlosse-
nen Magnetfeldstrukturen. Daheihren Antiochos et al. (1986) den starken Emissi-
onstickgang beinUberqueren der CDL auf das Verschwinden dieser Strukturdrckur
die aufgrund der abnehmenden atmdsypdthen Druckskalerie im Laufe der Nach-
Hauptreihen-Expansion instabil werden, in kleinéhlere Bigeniibergehen und ihre
Energie beidngeren Welle@ngen emittieren. In engem Zusammenhang dazu steht auch
der Vorschlag von Ayres et al. (1998), dass die Emission tiefliegender koronajenB

tUnter Hybrid-Sterne versteht man Sterne des Spektraltyps Kll und Gll-Ib, die einerseits Linienemissi-
on zeigen, wie sielir heiReUbergangsschichten typisch sind, andererseits aber auch Absorptionsmerkmale
vorweisen, die auf die Existenz von starkeiihlen Sternwinden hinweisen.
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durch zirkumstellares Material verdeckt wird. Ein alternativer &nshgsansatihrt die
CDL auf Sternpopulationen unterschiedlicher Massenbereichigclkuderen Entwick-
lungswege im Khlen Riesenstadium zwar dicht beieinander liegen, aber aufgrund ihrer
verschieden starken magnetischen Akéivim Hauptreihenstadium unterschiedliche Ro-
tationsentwicklungen haben (Ayres et al. 1981, 1991, Reimers et al. 198&cH &
Schibder 1996): Aufgrund ihrer starken magnetischen Abbremsung auf der Hauptreihe
ist fur Sterne mit Massen/, < 1.3 M, die Rotationsrate im Riesenstadium so gering,
dass der Dynamomechanismus starkizigeht und letztlich verschwindet. Massenrei-
chere Sterne erfahren hingegen erahvend ihrer Entwicklung durch die Hertzsprung-
Licke nach der Ausbildung einer Konvektionszone und magnetischer Aktaite Ab-
bremsung, sodass sie beim Erreichen des RGB noch ausreichend Drehimpuls besitzen um
einen Dynamoprozess undRgenaktiviat aufrecht zu halten. Die CDLave in diesem
Sinne lediglich der Entwicklungsweg eines etwa M -Sterns, der auf der Hauptreihe
den Ubergang zwischen Sternen mit bzw. ohineRere Konvektionszone résentiert.
Rosner et al. (1991, 1995) und Kashyap et al. (1994) vermuten hingegeArelreung
des dominanten Dynamomechanismughvend der Nach-Hauptreihen-Entwicklung als
Ursache, die zu einerdbergang der atmosphischen Magnetfeldstruktur von groRen,
koronalen Bgen zu kleineren &gen fihrt, die in Gebiete offener Magnetfeldlinien ein-
gebettet sind. Da die Koronagrenze in der Tat in den Bereich des HRDri dem auch
das Einsetzen massiver Sternwinde beobachtet wird (Reimers 1977), liegt es nahe, als Ur-
sache fir dieses Verhalten — in Analogie zu den magnetisch offenen und geschlossenen
Gebieten auf der Sonne — eidmderung der koronalen Magnetfeldtopologie anzuneh-
men.

Um festzustellen, ob sich eine grundlegeddrlerung der atmosjgtischen Magnet-
feldstruktur in Riesensternen im Rahmen des solaren Model&rerkhsst, wird die Sta-
bilitat, Dynamik und Entwicklung magnetischer Flugs®en in Nach-Hauptreihensternen
verschiedener Masse und Entwicklungsstadien bis etwa zum Ful3e des ‘Riesenastes’ un-
tersucht (vgl. Holzwarth & Sdlssler 2001).



Kapitel 4

Dynamik magnetischer Flusspbhren in
Riesensternen

4.1 Sternmodelle

4.1.1 Entwicklungs-Sequenzen

Zur Erzeugung der Entwicklungssequenzen bzw. einzelner Sternmodelle wird eine erwei-
terte Version des Sternentwicklungsprogramms von Kippenhahn et al. (1967) verwendet;
fur eine audihrliche Beschreibung des Codes und seiner Erweiterungen wird auf Gran-
zer (2000) verwiesen. Alle Rechnungen basieren auf OPAL Cigenit(Iglesias & Ro-

gers 1996), die mit den atomaren und molekularen Ogigzitvon Alexander & Ferguson
(1994) zu tieferen Temperaturen hin@ngt wurden. Neben der OPAL Zustandsgleichung
von Rogers et al. (1996) wurde auch eine analytische, 8ahkehe Zustandsgleichung

von Gautschy (2001) verwendet. Die thermonuklearen Energieerzeugungs- und Reakti-
onsraten wurden bei Caughlan & Fowler (1988) und Clayton (1968) enthommen. Die
Beschreibung der Konvektion folgt der (lokalen) Mischungswegtheorie mit einem Mi-
schungswegparameter= 1.67. Die urspiingliche relative Elemen#ufigkeit (be#glich

der Masse) von Wasserstoff'§, Helium (Y") und schwereren Elemente#), wurde zu

X = 0.703,Y = 0.277 und Z = 0.02 bestimmt (vgl. Granzer 2000). Zailich wur-

den Sternmodelle verwendet, die mit dem Geneva-Toulouse-Entwicklungsprogramm er-
zeugt (z.B. Charbonnel & Talon 1999) und dankenswerterweise von C. Charbonnel zur
Verfugung gestellt wurden (Sdbsler et al. 2001). Abbildung 4.1 zeigt in einem theo-
retisches HR Diagramm einen Vergleich zwischen Entwicklungssequenzen von Sternen
mit Massen zwischen/, = 1...3 Mg wahrend ihrer Nach-Hauptreihen-Entwicklung. In

der weiteren Untersuchung werdiénerwiegend die auf der Gautschy-Zustandsgleichung
basierenden Entwicklungssequenzen verwendet; die Zustéfidgsgausgeahlter Stern-
modelle sind in Tab. 4.1 zusammengefasst.

Ein sonneahnlicher Dynamomechanismus basiert auf der Existenz &uaBeren
Konvektionszone. \@hrend Sterne mit Massell, < 1.3M, diese bereits in ihrem
Hauptreihenstadium besitzen, bilden massereichere Sterne &hsend ihrer Nach-
Hauptreihen-Entwicklung eine konvektivaile: In den hier berechneten Modellen setzt
Konvektion in eineml.5 M-Stern etwa bei einer Temperatlisy ~ 6000 K ein; diese

35
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M, Nr. Alter L, T R,
[ Mg)] [Gyr] [Lo] [K]  [Rg]
1.0 465 11.93 235 4854 2.17
480 11.98 258 4820 2.31
495 12.03 2.83 4798 2.44
510 12.08 3.07 4782 2.56
525 12.11 3.33 4769 2.68
540 12.14 3.59 4759 2.79
585 12.21 430 4735 3.09
675 12.32 6.02 4690 3.72
1.5 480 2.447 6.42 4958 3.44
510 2.478 7.25 4919 3.71
570 2.518 8.67 4877 4.13
600 2.535 9.44 4858 4.35
660 2.563 11.05 4825 4.76
20 374 09161 1468 4986 5.14
376 0.9171 15.64 4963 5.36
378 0.9179 16.47 4946 5.54
382 0.9195 18.08 4918 5.87
386 0.9210 19.62 4895 6.17
388 0.9215 20.23 4886 6.29
25 646 0.4784 33.49 4940 7.91
647 0.4787 36.30 4908 8.35
649 0.4791 41.31 4862 9.07
650 0.4792 43.60 4844 9.39
653 0.4795 47.17 4818 9.88
655 0.4797 49.44 4802 10.18
3.0 466 0.2913 75.28 4817 12.48
468 0.2915 89.95 4748 14.04
469 0.2916 96.59 4721 14.71
470 0.2917 103.37 4697 15.38
471 0.2918 110.38 4673 16.06

TABELLE 4.1: Zustands@f3en von Riesensternen unterschiedlicher Masse und Entwicklungssta-
dien.
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ABBILDUNG 4.1: Vergleich verschiedener Nach-Hauptreihen-Entwicklungssequenzen.

Teff [K]

6100 5800 5500 5200 4900 4600
\ \ \ \ \ \

9(L/Le)

3.80 3.75 3.70 3.65
19(Tgsp)

ABBILDUNG 4.2: Relative GoRer,./R. des radiativen Kerns in Sterneratwend ihrer Nach-
Hauptreihen-Entwicklung. Vergleichbare Entwicklungsstadien sind mit gepunkteten Linien ver-
bunden.
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Grenze verschiebt sicliif massereichere Sterne zu niedrigeren Temperaturen. Von jeder
Sequenz werden Sternmodelle ausgely deren Radien des radiativen Kerns im Bereich
r. ~ 0.15...0.35 R, liegen, wobeiR, der jeweilige Sternradius ist (vgl. Abb. 4.2).

4.1.2 Die konvektive Overshoot-Region

Die unter Verwendung der lokalen Mischungswegtheorie (Muixing length theory
erzeugten Sternmodelle bestehen typischerweise aus einer schwach superadiabatischen
aulleren Konvektionszone (mit=> 0) oberhalb eines stark subadiabatischen radiativen
Kerns (mité < 0). Auf dieser Grundstruktur aufbauend, wird die konvektive Overshoot-
Region amUbergang zwischen radiativen Kern uédRerer Konvektionszonéirf je-

des Sternmodell individuel posterioribestimmt. WAhrend bei den Geneva-Toulouse-
Sequenzen dabei dem Ansatz von Zahn (1991) gefolgt wird und unterhalb der Konvekti-
onszone eine polytrope Schichtung konstanter SubadiaBazigefigt wird (vgl. Cali-

gari 1995), wird bei den Kippenhahn-Sequenzen der Vorgehensweise von Granzer et al.
(2000) gefolgt, die auf demicht-lokalenMischungsweg-Ansatz von Shaviv & Salpe-

ter (1973) basiert: Im Gegensatz zur lokalen Beschreibung wird die radiale Bewegung
eines z.B. sinkenden Gaselements in der Konvektionsizbeeeine Mischungahge (et-

wa eine Druckskalerithe) hinweg verfolgt, d.h. vom Einsetzen des Absinkens bis zur
Aufldosung des Gaselements. Durch die nicht-lokale Beschreibung unterscheidet sich am
Endpunkt der kumulative Geschwindigkeits- und Tempetdderschuss von den lokal be-
rechneten MLT-Werten, was zu einer geriiagigen Modifikation der Temperaturschich-
tung fuhrt. Aufgrund ihrer nicht-verschwindenden Geschwindigkeit am unteren Rand

der (lokal berechneten) Konvektionszonénken Gaselemente in den obersten Bereich
des radiativen Kerns eindringen. Dadurch erzeugen sie @inaedSchicht, die durch
einen ins Sterninnere gerichteten konvektiven Energietransport charakterisiert wird —
die Overshoot-Region. lhre untere Grenzg, (< r..) wird durch das Verschwinden
konvektiver Geschwindigkeiten definiert. Eine auwfiche Beschreibung dieses Mecha-
nismus findet sich bei Pidatella & Stix (1986) und Skaley & Stix (1991). Tabelle 4.2 gibt
einenUberblickiiber die Lage, Dicke und Subadiabatititler Overshoot-Region in den
verwendeten Sternmodellen.

4.2 \Verfahren

Um das Ausbruchsverhalten magnetischer Flulssr in verschiedenen Riesensternen ver-
gleichen zu Bnnen, werderStandardSimulationen durchgéhrt, bei denen die Aus-
gangsbedingungen — abgesehen von denen, die sich aus der Verwendung verschiedener
Sternmodelle ergeben — identisch sind. Um die adigkeit der Ergebnisse von der

Wahl dieser Ausgangssituation zu untersuchen, wird anschlieRend eine Parameterstudie
durchgeiihrt.

Grundstzlich wird sowohl in der linearen Stabdisanalyse als auch den numeri-
schen Simulationen von einer starren Rotation des Sbepeks ausgegangen. Unter der
Voraussetzung, dass die in Riesensternen existierende differentielle Rotation nicht we-
sentlich gbl3er als im Fall der Sonne ist, bewirkt sie lediglich kleine Modifikationen der
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M Nr. Thot dos O(Teq)
[ Mo [Ro] [R [1072Re] [1072R.] [H,] [107°
1.0 465 0.75 0.34 7.6 3.5 0.27 -1.0
480 0.71 0.31 8.0 3.5 0.26 -1.1
495 0.67 0.28 8.2 3.4 0.26 -1.2
510 0.64 0.25 8.3 3.2 0.25 -1.3
525 0.62 0.23 8.2 3.1 0.25 -1.5
540 0.59 0.21 8.2 2.9 0.25 -1.6
585 0.54 0.18 7.9 2.5 0.24 -2.3
675 0.48 0.13 7.1 1.9 0.24 -3.9
15 480 1.09 0.32 13 3.8 0.27 -1.8
510 0.98 0.26 13 3.6 0.25 -2.2
570 0.84 0.20 13 3.2 0.24 -3.1
600 0.78 0.18 13 3.0 0.24 -3.7
660 0.69 0.15 12 2.5 0.24 -5.1
20 374 156 0.30 20 3.9 0.26 -3.2
376 1.45 0.27 20 3.8 0.25 -3.5
378 1.35 0.24 20 3.6 0.25 -3.9
382 1.20 0.20 20 3.3 0.24 -5.3
386 1.08 0.18 19 3.1 0.24 -6.8
388 1.04 0.17 19 3.0 0.24 -7.3
25 646 2.49 0.32 29 3.7 0.25 -5.7
647 2.26 0.27 29 3.5 0.24 -6.8
649 1.89 0.21 30 3.3 0.24 -9.2
650 1.75 0.19 30 3.2 0.25 -10.5
653 1.58 0.16 29 2.9 0.25 -13.0
655 1.50 0.15 28 2.8 0.25 -14.7
3.0 466 3.75 0.30 47 3.8 0.26 -13.4
468 3.08 0.22 46 3.3 0.24 -15.6
469 2.78 0.19 45 3.1 0.24 -16.9
470 2.51 0.16 43 2.8 0.24 -20.8
471 2.30 0.14 40 2.5 0.24 -255

TABELLE 4.2: Lagery,; des unteren Rands und Ausdehnulygder Overshoot-Region in Rie-
sensternen unterschiedlicher Massen und Entwicklungsstadien. Zum besseren Vergleich sind die
Werte in Einheiten des SonnenradiRs,, SternradiusRk, sowie der lokalen Druckskaleihe

H, angegeben. Der Wert der Subadiabaiizitgilt fur die Gleichgewichtstiefe., der Standard-
Simulationen (Abschn. 4.2) in der Mitte der Overshoot-Region.
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Flussbhrendynamik, die im Rahmen dieser Untersuchung veraasigt werdené&nnen
(z.B. Ferriz-Mas & Sclissler 1995).

4.2.1 Lineare Stabilitatsanalyse

Zur Bestimmung der kritischen Magnetfelddien, die zum Einsetzen der Parker-
Instabilitat und der Bildung aufsteigender Fludisrenschleifenithren, wird eine linea-
re Stabiliitsanalyse durchgéfirt (Abschn. 2.3.2); Ausgangspunkt sind Flégsen im
mechanischen toroidalen Gleichgewicht innerhalb der Overshoot-Region (Abschn. 2.2).

Im Rahmen der Standard-Rechnungen werden die in Tab. 4.1 abftgi Sternmo-
delle untersucht, wobei von einer Rotationsi@te= Q. = 2.6 - 107%s~! (Sonnenrota-
tionsrate) ausgegangen wird. Der Gleichgewichtsradiygines Flussrings liege in der
Mitte der Overshoot-Region; die Superadiabatizitr.,) in dieser Tiefe ist in Tab. 4.2
angegeben. Durch die Wahl des Sternmodells, der Rotationsrate und des Gleichgewichts-
radius sind alle externen @GRen am Ort des Flussrings festgelegt. Die Stalbddigen-
schaften und Anwachszeiterhangen dann nur noch von dessen Ausgangsbkgjtend
Feldstrke B, ab. Den Erkenntnissen im Fall der Sonne folgend, winddie Standard-
Rechnungen von der Anwachszeit= 100 d ausgegangen. Abbildung 4.3 zeigt fedes
Sternmodell den Verlauf dei00 d-Niveaulinie in der(B, \)-Ebene. VomAquator aus
ist die Magnetfeldsirke By, entlang einer Niveaulinie bis zu mittleren Breiten hinauf
nahezu konstant. Diese Region entsprigblicherweise der auftriebsbedingten Parker-
Instabilitat. Zu oheren Breiten hin nimmB,y, signifikant zu: Der kleiner werdende
Gleichgewichtsradius bewirkt eineaskere Kilmmungskraft, die $rungen senkrecht
zur Rotationsachse stabilisiert. Bei sehr hohen Breitdmtfindes die ‘poleward slip’-
Instabilitat wieder zu einer Reduktion dé&,,-Wertes. Innerhalb einer Entwicklungsse-
qguenz verschieben sich die Niveaulinien typischerweisedheten Feldstrken. Dieses
Anwachsen wird jedoch bei massereicheren Sternen immer kleiner. I2.déy,-Stern
tritt nur noch ein geringe Edhung desB;o-Wertes auf, \eihrend sich in deB M-
Sequenz die Feldstkeverschiebung sogar umkehrt, wodurch vergleichbare Flussringe
in spateren Entwicklungsstadien bei kleineren Feddgtn instabil werden. Dieser Trend
wird zusatzlich dadurch veratkt, dassiir massereichere Sterne di#@ d-Instabilitat ge-
nerell bei kleineren Feldatken einsetzt.

Bis hinauf zu hohen Startbreiten dominiert aie= 1-Instabilitat. Nur nahe am Pol
macht sich aufgrund der zunehmenderiildimungskraft die ‘poleward slip’-Instabiit
mit der azimutalen Wellenzalt = 0 bemerkbar.

4.2.2 Numerische Simulationen

In allen Sternmodellen wird die nicht-lineare Entwicklung instabiler Fhiissen mit
Startbreiten von).,, = 10°,30°,50° und 70° untersucht. Die Ausgangsfeldske
Beq = DBioo wird dem Verlauf der entsprechenden Niveaulinie in @8t \)-Ebene
(vgl. Abb. 4.3) entnommen. Der anigliche ®hrendurchmesser des Flussringslist
2000 km. Einige Tage nach der &ung des toroidalen Gleichgewichts setzt sich der am
schnellsten anwachsende Eigenmodus, itidicherweise der mit der Wellenzahl = 1,
durch und @ihrt zur Bildung einer aufsteigenden Flu@srenschleife.
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ABBILDUNG 4.3: Niveaulinien der Anwachszeit = 100d fur Flussringe im Standard-
Gleichgewicht (Abschn. 4.2) in der Mitte der Overshoot-Region. Es treten lediglich Insitdailit
der azimutalen Wellenzaht = 1 (durchgezogene Linien) ung = 0 (gestrichelte Linien) auf.

Jede Linie entspricht einem Sternmodell in Tab. 4.1, wobei die Pfeile in jeder Sequenz die chro-
nologische Abfolge der Entwicklungsstadien anzeigen.
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4.3 Einschluss magnetischer Flusshren

4.3.1 Standardglle

Die Simulationen offenbaren in Riesensternen zwei gratatish verschiedene Verhal-
tensweisen von Flugdinren, deren charakteristische Entwicklung in einel-Stern
genauer dargestellt wird.

Ausbrechende Flussbhren

Die Abbildungen 4.4a-b illustrieren die Entwicklung einer aufsteigenden Flhssin
einem12.14 Gyr alten Stern (Nr. 540 in Tab. 4.2). Ihre urgpgliche Gleichgewichtsbrei-

te ist 10°. Es bildet sich eine instabile Flugdrenschleife, die in die Konvektionszone
eintritt und dort beschleunigt aufsteigt, bis sie die Olaetie erreicht. \&hrend des Auf-
stiegs sinken die in der Overshoot-Region verbleibend@m&segmente ab, bis ihr zu-
nehmender Auftrieb die radiale Komponente der Summe aus magnetis¢henkings-

kraft und Corioliskraft kompensieren kann. Dieser am tiefsten im Stern liegende Teil der
Flussbhre, der praktisch auf dem radiativen Kern liegt, bildetdie aufsteigende Schlei-

fe eine ArtVerankerungDurch die radiale Auftriebskraft kann allerdings die Komponente
der Krimmungskraft entlang der Breite nicht ausgeglichen werden. Da diese Komponen-
te zu oheren Breiten weist, rutscht der Anker auf dem radiativen Kern Richtung Pol
und Uberquert diesen (im hier gezeigten Fall) nach etwz) Tagen. Nach der Paber-
guerung driftet dieser Teil, wiederum aufgrund dekomponente der Kimmungskratft,
RichtungAquator. Die Entwicklung kann hier allerdings nur bis zum Zeitpunkt des Aus-
bruchs des Gipfelelements an der Ol@affle verfolgt werden, da die Simulation dann
gestoppt werden muss.

Abbildung 4.4c zeigt die Position sowohl des tiefsten als aumthsten Rhrenele-
ments als Funktion der Zeit. Die azimutale Drift der aufsteigenden Elhesnschleife
entgegen der Rotationsrichtung des Sterns spiegelt den Wellencharaktetagéticingn
Instabilitat wieder. Die gesamte Entwicklung dauert (bis zum Ausbruch an der Ober-
flache) etwa.6 Jahre.

Gefangene Flussbhren

Die Abbildungen 4.4d-f zeigen die Entwicklung einer Flugse in einem 2.21 Gyr alten
Stern (Nr. 585). Zu Beginahnelt ihre Entwicklung der einer ausbrechenden Filnssy,

d.h. die aufsteigende Schleife bewegt sich beschleunigt durch die Konvektionszone nach
oben, und der in der Overshoot-Region verankerte Teil @r&iberquert den Pol des
radiativen Kerns. Nach der Rdderquerung verlangsamt sich jedoch der Aufstieg des
Gipfelelements derart, dass die Aufitsbewegung noch innerhalb der Konvektionszone,
deutlich unterhalb der Obedthezum Stillstand kommt. Die gesamte FluSisre bewegt
sich anschlieRend langsamuatorvirts, bis sie letztlich in dehquatorebene des Sterns
ein neues GleichgewicHindet. Im Gegensatz zum urgpglichen Ausgangsgleichge-
wicht umschliel3t die Flus8hre nun aber nicht mehr den radiativen Kern des Sterns. Die
Entwicklung vom ursginglichen, toroidalen Gleichgewicht bis zum neuen Endgleichge-
wicht in derAquatorebene dauert etwalahre.
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ABBILDUNG 4.4: Die Abbildungera und b zeigen eine Kombination von Momentaufnahmen
der Entwicklung einer ausbrechenden Flisse. Die innerste Hemisghe ist der radiative Kern

des Sterns und die (halb-transpareni@mke Schicht daéiber die Overshoot-Region (Sternmodell

Nr. 540,70 = 0.21R,,dos = 2.9 - 1072 R,). Die Rotation des Sterns erfolgt entgegen dem
Uhrzeigersinn. Die Bhrendurchmesser wurdeiirfdie Darstellung um den Faktor 10 veiert.

Das Diagramnt zeigt den Radius (durchgezogene Linie, linke Skala) und die Breite (gestri-
chelte Linie, rechte Skala) de®thsten bzw. tiefsten Flusgirenelements im Stern als Funktion

der Zeit. Das Maximum in dek,.,-Kurve markiert den Moment der Rdlerquerung. Der grau
unterlegte, horizontale Streifen entspricht der Ausdehnung der Overshoot-Region. Die Abbildun-
gend-f zeigen vergleichbare Darstellungdir £ine gefangene Flugdrre (Sternmodell Nr. 585,

Tbot = 0.18 Ry, dos = 2.5 - 1072 R,). Nach der Pdlberquerung kommt der Aufstieg des Gipfel-
elements zum Stillstand und die komplette Flosse driftet langsam zukquatorebene.

=
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Grenzkriterium

Die Simulationen zeigen eindsbergang von ausbrechenden zu gefangenen Blussr,
wenn derelative RadiusR des urspiinglichen Flussrings die Bedingung

R = % - Z; €08 heq < 0.17...0.2 (4.1)
erfullt, wobei R, der Krtiummungsradius um toroidalen Gleichgewicht isir grof3ere
Werte vonR brechen Flusghre an der Obeidktche aus, @hrend ér Werte unterhalb die-
ses Grenzwerts der Aufstieg gestoppt und die Flssrim Innern der Konvektionszone
gefangen ist.

Im Verlauf der Nach-Hauptreihen-Entwicklung zum RGB wird der radiative Kern ei-
nes Sterns kleinerr{.; |), wahrend sich gleichzeitig seine konvektiveillé deutlich
ausdehnt g, 7). Demzufolge nimmtiir Flussringe bei einer festen Ausgangsbraite
der relative RadiusR o 7,/ R« mMit zunehmendem Sternalter ab (vgl. Gl. [4.1] mit
Teq ~ Thot). WEJENR o cos \eq Werden Flussihren bei hohen Breiten zuerst einge-
schlossen, @hrend die bei niederen Breiten startenden immer noch ausbrechen. Als Bei-
spiel zeigt Abb. 4.5 die radiale Entwicklung des Gipfelelements im Sternmodell Nr. 540
in Abhangigkeit von der Ausgangsbreite, des Flussrings: \dhrend Flusgihren mit
Aeq S 33° ausbrechen, sind die bedheren Anfangsbreiten gefangen. Erst wéhfur al-
le Breiten unter den kritischen Wert (4. Hlit, ist der Ausbruch magnetischer Flussren
vollstandig unterbunden.

Der Ubergang von ausbrechenden zu gefangenen Blusst tritt in allen untersuch-
ten Entwicklungssequenzen auf. Abbildung 4.6 zeigt ein theoretisches HR Diagramm,
in dem jedes untersuchte Sternmodelle entsprechend des Ausbruchsverhaltens seiner
Flussbhren mit einem anderen Symbole markiert ist.

4.3.2 Parameterstudie

Die Standard-Simulationen in Abschn. 4.3.1 wurden alle unter den selben Ausgangsbe-
dingungen durchgéhrt: Sonnenrotationsrat&)0 Tage Anwachszeit der linearen Insta-
bilitat, 2000 km Anfangsdurchmesser der Fluskre und Gleichgewichtsposition in der

Mitte der Overshoot-Region. Um die Ahgigkeit der Ergebnisse von diesen speziellen
Annahmen zu untersuchen, wird nun sukzessive ein Parameter innerhalb angemessener
Grenzen variiert, &hrend die anderen unéerdert bleiben.

Rotationsrate

Aufgrund ihrer magnetischen Abbremsung und wachsenden Ausdehnung verlangsamt
sich die Rotation von Einzelsterneratwrend ihrer Nach-Hauptreihen-Entwicklung gra-
vierend. Andererseits kann die Rotationsrate von Riesensternen in gezeitengebunde-
nen engen Doppelsternsystemen (z.B. RS CVn-Systemen) die der Sonne auch deutlich
ubertreffen. Aus diesem Grund wird die Rotationsrate im Ber€ich= 0.1...10,
variiert.

Grundstzlich ist festzustellen, dass die Rotationsrate keinen signifikanten Einfluss
auf das Ausbruchsverhalten von Flugse im Vergleich zu den Standard-Simulationen
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ABBILDUNG 4.5: Radiale Entwicklung desdkhsten Rhrenelements im M-Stern Nr. 540

als Funktion der Ausgangsbreite,. Der Ubergang zwischen ausbrechenden und gefangenen
Flussbhren findet bed., ~ 33.16° statt. Die Ausgangsfelditke ist einheitlichB = 2 - 10° G,
damit auch Flusgiren bei hohen Breiten in den Vergleich mit einbezogen werdenén.

hat. Allerdings zeigt sich, dass Flushren bei hohen Rotationsraten dazu neigen, bei
hohen Breiten zu verharren und nicht zdmuator abzusinken. Sie befinden sich dabei

in einem dynamischen Zustand, in dem sowohl der in der Overshoot-Region (bei hohen
Breiten) verankerte Teil als auch der Gipfel der Floksenschleife um die Rotations-
achse des Sternsgmedieren. Diese Fluggiren brechen nicht aus und werden daher
als ‘gefangen’ eingestuft, obwohl sie das in den Standard-Rechnungen eingenommene,
aquatoriale Gleichgewicht nicht erreicheriirfkleine Rotationsraten verschiebt sich die
Ubergangsbreite, die ausbrechende von gefangenen #tussrtrennt, leicht zugheren
Breiten.

Anwachszeit bzw. Anfangsfeldsirke

Die lineare Stabiliitsanalyse ergibt, dass die kritische Feldst, ab der Instabiit
einsetzt, nur etwal5% unterhalb derB;y-Feldstrke liegt. lLangere Anwachszeiten
7, die raher an der Instabilitsgrenze liegen,uhren daher nur zu einer unbedeu-
tenden Verringerung der Ausgangsfefdke und geringen Modifikation des Standard-
Gleichgewichts. Andererseits entspricht eine Verringerungrveinem signifikanten An-
stieg der Feldsirke B,. Es wurden daher zagliche Simulationerifr Anwachszeiten bis
hinunter zur = 16 d durchgeiihrt, was typischerweise Feldsken entspricht, die etwa
doppelt so hoch sind wie die in den Standatidin.
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ABBILDUNG 4.6: Anderung des Ausbruchsverhalten magnetischer Fibssn am FuRRe des

RGB. Gepunktete Linien verbinden vergleichbare Entwicklungsstadien (in Bezug auf die relative
GroRRe des radiativen Kerns). Kreuze bzw. Quadrate markieren Sternmodelle mit ausbrechenden
bzw. gefangenen Flugsnren, beide Symbole wurdéiereinander gezeichnet, wenn Fliésen

mit hohen Startbreiten gefangen sind, bei niederen hingegen noch ausbrechen. Die grau unterleg-
te Zone am rechten Rand markiert den Bereich, in dem verschiedene Autoren die Koronagrenze
beobachten.

Hohere Feldsirken fihren zu einer drastischen Beschleunigung der zeitlichen Ent-
wicklung sowohl ausbrechender als auch gefangener Blusst,andern aber nichts an
deren individuellen Endzustand; insbesondere wirdMiergangsbreite nur unwesentlich
beeinflusst.

Magnetischer Fluss bzw. Bhrendurchmesser

Der magnetische Flusk einer FR bestimmt sich aus ihrer Querschnididfle ¢« d) und

der Feldsarke B. Mit der Annahme eines aanglichen Bhrendurchmessers vah =

2000 km und Feldstrken Byo entsprechend der linearen StaBitganalyse (Abb. 4.3),
Uberdecken die Standard-Simulationen einen Bereieh 10?* . . . 10?2 Mx, der mit ma-
gnetischen klssen grol3er aktiven Regionen auf der Sonne vergleichbar ist. Wenngleich
Sternflecke auf aktiven Riesensternen wesentliéfigr sind (z.B. Strassmeier 1999),
kdnnen Beobachtungen nicht zwischen den Ausben weniger grol3er Fluggren oder

sehr vielen kleinen unterscheiden. Da die Overshoot-Region von Riesensternen sehr aus-
gedehnt ist (Tab. 4.2), iwvden weder wenige grof3e noch eine groRe Anzahl von kleinen
Flussbhren der Modellannahme vasolierten Flussbhren widersprechen. Die Abmes-
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sungen einer Flusshre wirken sich auf ihren aerodynamischend8tungswiderstand
aus, dessen relativer Einfluss mit wachsendémrBndurchmesser kleiner wird.

Um dies zu untersuchen wurden Simulationen mit der Standard-&eNd4t,,, aber
unterschiedlichen (aéhglichen) Bhrendurchmessern veh= 1000 km bzw. 4000 km
durchgetihrt. Die Resultate zeigen, dass dieser BereichMogreits in dem Regime liegt,
in dem die Wechselwirkung mit der Umgebung keinen Einfluss auf den Endzustand der
Entwicklung hat.

Gleichgewichtstiefe

Die Stabilitatseigenschaften von Flussringeamben empfindlich vom Wert der Supera-
diabatizitit 6(r.,) ab, der im Bereich der Overshoot-Region um etwa einen Fakior
variiert. Aus diesem Grund wurden Aisliche Rechnung durchdgéfrt, bei denen die
Gleichgewichtspositiom., am oberen Rand der Overshoot-Region b2900 km tber
ihrem unteren Rand liegt.

Bei der tieferen Startposition sind aufgrund der stabileren Schichtung wesentlich
hohere Feldstrken erforderlich, um das Einsetzen der Instaiiltu erreichen. Daraus
folgt wiederum die oben beschriebene Beschleunigung der Blussrentwicklung. Die
Endstadien unterscheiden sich dabei kaum von denen der Standard-Simulationen. Das
gleiche gilti.Allg. auch iir Flussbhren, die vom oberen Rand der Overshoot-Region star-
ten. Allerdings treten hier einige Ausnahraké¢ auf, die ein modifiziertes Ausbruchsver-
halten zeigen: Flussringe, die von sehr hohen Breiten staiieen Isich vollstndig von
der Overshoot-Region ab und driften entlang der Rotationsachse zurdahertbis sie in
der Umgebung des Pols ausbrechen.d&inliches Verhalten wurde auch bei Fligsen
in schnell rotierenden T-Tauri Sternen gefunden (Granzer et al. 2000).

Struktur der Overshoot-Region

Die Struktur der Overshoot-Region abibergang zwischei@uRerer Konvektionszone

und radiativen Kern ist noch nicht vol#stdig verstanden und Gegenstand aktueller For-
schung. Im Fall der Sonne ergibt die Analyse helioseismischer Daten (z.B. Basu 1997)
eine Ausdehnung der Overshoot-Region, die deutlich kleiner ist als sie von theoretischen
Modellen prognostiziert wird. Allerdings geht man bei dieser Analyse von der (vermutlich
sehr unrealistischen Annahme) einer idealisierteragpbh-symmetrischen Schicht aus.

Die wichtigsten Eigenschaften der Overshoot-Region in Bezug auf das ¢tiussmo-

dell sind ihre Ausdehnung und Superadiaba&iizitn der Sonne muss diese Schicht aus-
reichend dick sein, um die Speicherung des durch Beobachturugereinen Aktiviats-

zyklus hinweg ermittelten magnetischen Gesamtfluss z@giiahen. Der Wert der Sub-
adiabatiziét bestimmt indes den kritischen Fekdsiebereich der Parker-Instakilit Im
vorliegenden Fall wurden zéa&liche Flussshrensimulationen in Sternmodellen durch-
gefuhrt, die mit dem Geneva-Toulouse-Sternentwicklungsprogamm (z.B. Charbonnel &
Talon 1999) erzeugt wurden (vgl. Abb. 4.1). Die Overshoot-Region wurde dabei entspre-
chend dem Ansatz von Zahn (1991) durch eine polytrope Schicht konstanter Subadia-
batizitat modelliert; tir eine audihrliche Beschreibung dieses Verfahrens wird auf Ca-
ligari (1995) verwiesen. Die Entwicklung und der Einschluss magnetischer &tussr
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in diesen zuatzlichen Sternmodelleriithrt zu den gleichen Ergebnissen wie in den oben
dargestellten Standagfen (Sclissler et al. 2001).

Zusammenfassenésdst sich sagen, dass die Variation der Parameter nur einen ge-
ringfigigen Einfluss (weniiberhaupt) auf das Schicksal aufsteigender FHilsen hat.
Die Entscheidung, ob eine Flugéire an der Obe#dkhe ausbricht oder im Innern der Kon-
vektionszone eingeschlossen wirdnigt praktisch ausschlief3lich von ihremamglichen
relativen Kimmungsradiu® ab.



Kapitel 5

Einschlussmechanismus

5.1 Krafteanalyse

Um den Grundifir das unterschiedliche Ausbruchsverhalten in Riesensternen zu bestim-
men, werden eine ausbrechende Floissz, die im1 M-Stern (Nr. 540, vgl. Abb. 4.4a-

c) bei einer Ausgangsbreite von, = 10° startet, und eine gefangene Flugwe, die

im selben Sternmodell bdi° startet, miteinander verglichen. Beide Flugsen begin-
nen ihre Entwicklung in der Mitte der Overshoot-Region mit der gleichen Fekist

Sie unterscheiden sich lediglich in ihrer Startbreite, d.h. ihrefinmdnungsradius, und
ihrer internen Sttmungsgeschwindigkeit, die notwendig ist um digiKimungskraft im
Gleichgewicht zu kompensieren. DBbergang zwischen ausbrechenden und gefange-
nen Rhren liegt hier bei etwa9.5° Breite. Abbildung 5.1 zeigt die jeweiligen Beige

der beteiligten Kafte zur radialen Beschleunigung des Gipfelelements der Blussm
Abhangigkeit von dessen Abstand zum Sternmittelpunkt.

Der Stomungswiderstand der Flugére hemmt grundgzlich den Aufstieg des Gip-
felelements und spiegelt dabei dessen Geschwindigkeit wider. Da er eine Konsequenz der
Bewegung und nicht ihre Ursache ist, kann er die Entwicklung lediglich modifizieren,
den Endzustand aber nicht nachhaltigaretern. Aus diesem Grund ist dieser Beitrag
hier nur von untergeordnetem Interesse. Die Beschleunigung aufgrund &ighetis-
kraften ist hauptchlich auf die Corioliskraft ziirckzuihren. Ihr relativer Beitrag zum
Aufstieg des Gipfelelements ist sowohl in der ausbrechenden als auch der gefangenen
Flusspbhre (im Vergleich zur Kiilmmungskraft) von vergleichbarer @e, weshalb an-
zunehmen ist, dass sie ebenfalls keinen entscheidenden Einfluss auf den Endzustand hat.
Der Auftrieb einer Flusgihre ist die treibende Kraft einer aufsteigenden Schleife. Bei
einer gefangenen Flugdre ist er im unteren Teil der Konvektionszone etwasksr als
bei einer ausbrechenden, nimmt im Vergleich zu dieser aber mit dee ldtwas lang-
samer zu. Etwa in der Mitte der Konvektionszo@dtfder Beitrag des Auftriebs bei der
gefangenen Flusshre unter den entsprechenden Wert der ausbrechenden. Das Anwach-
sen der nach innen gerichteten magnetischeémitnungskraft erldrt sich grundatzlich
durch die gofRer werdende Kimmung der aufsteigenden Schleife, die derciRjang
des Magnetfelds in diesem Segment (aufgrund der adiabatischen Expa@abi@nd/des
Aufstiegs)iberkompensiert.

Diese Zusammer@mge weisen darauf hin, dass das spezifische Verhalten sowohl der
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ABBILDUNG 5.1: Vergleich der Beitige verschiedener Kfte zur radialen Beschleunigung des
Gipfelelements einer ausbrechenden (durchgezogene Linien) und einer gefangendiifelussr
(gestrichelte Linien). Das untere Diagramm zeigt die relativen 8gétrin Bezug auf die ma-
gnetische Kilmmungskraft, die auf 1 gesetzt wurde. Die Ausgangsfeléidte beider Flusshren

ist B =1.28-10°G.
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Auftriebs- als auch der Kimmungskraft éir den Einschluss magnetischer Flagsen

in Riesensternen verantwortlich sind. Der langsamere Anstieg des Auftriebs mit der
Hohe in einer gefangenen Schleife é@mklsich durch eine geringere Ab&tnung von
Materie aus dem Gipfelsegment im Vergleich zu ausbrechenden &fuear Bei der
Krimmungskraft wird dagegen deilekgang des Magnetfelds durch die starke Zunahme
der Krummung mehr als ausgeglichen. In gefangenen Fdasen wird der RRckgang der

nach auf3en gerichteten Auftriebskraft von einer stetig anwachsenden, nach innen gerich-
teten Kiimmungskraft begleitet, wodurch letztlich eine Abbremsung der radialen Bewe-
gung des obersten Flugsrensegments hervorgerufen wird. Flussringe baenen Brei-

ten beginnen ihre Entwicklung bereits mit eingtrkeren Kilmmung und sind gegéber
diesem abbremsenden Effekt altifjer. Oberhalb einer kritischen Gleichgewichtsbreite
(der Ubergangsbreite) dominiert dieser Effekt die Entwicklung des Gipfelelements und
beendet ihren Aufstiegoch innerhalb der Konvektionszane

5.2 Modell einer polytropen Schichtung

Die wesentlichen Zusammeaige, die zum Einschluss magnetischer Fatsgmn in Dop-
pelsterneniihren, werden anhand des vereinfachten Modells eines polytropen Sterns dar-
gestellt, in dem der charakteristische Mechanismus desiunrgjichen Problems leichter
nachvollzogen werden kann.

Ausgangspunkt ist eine hydrostatische Schichtung (ohne Rotation). Unter der Annah-
me eines Potenzgesetzés tie Gravitationsbeschleunigung wird die Schichtung durch
die Gleichgewichtsbedingung

% = —pg = —p(7)go (%) (5.1)
beschrieben. Der Index”bezeichnet GilRen am Referenzradiug, der Exponent (>
0) bestimmt die Abnahme der Gravitation mit zunehmendem Radilas Verlaltnis
zwischen dem Gasdrugkund der Dichtey wird durch die Polytropenbeziehung

p=Kp" (5.2)

bestimmt, wobei die Konstant und* der Exponent der Polytrope ist. Aus der Kombi-
nation der GIn. (5.1) und (5.2) ergibt sich die Form

—90 @)J dr =~"Kp®"Pdp, (5.3)
die vom Referenzradiug bisr aufintegriert wird. Mit deiiblichen Definition des loga-
rithmischen Temperaturgradienten

InT =1
ve— (T 7 (5.4)
dinp y*
und der AbKirzung
1 To To o—1
=1— i ) [ :
) = 1= Vg (1 () ) (5.5)
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elongated . .
fluxtube ABBILDUNG 5.2: Eine toroidale

Flussbhre mit dem Ausgangsradius
ro wird in eine halb-elliptische
Form ausgelenkt, sodass sich das
Gipfelelement bet,, befindet. Die

& =0 hydrostatische Schichtung auf3erhalb
6| >0 der Flussbhre ist superadiabatisch.

e

equilibrium
flux tube

wobei H,, = po/(pogo) die Druckskalenbhe am Referenzradius ist, lassen sich die
Losungeniir die Dichte- und Druckschichtung explizit angeben:

p(r) = pon(r)/V (5.6)
p(r) = pon(r)’V" (5.7)

Die obere Grenzez, der polytropen Schicht wird durch die Bedingung R,;) = 0
festgelegt.

Die weiterenUberlegungen gehen von einer toroidalen Flokee der Feldstrke B,
aus, die in deAquatorebene des polytropen Sternsibei rq liegt. Der Flussring befinde
sich im mechanischen Gleichgewicht, d.h die magnetiscligniirungskraft wird durch
die Auftriebskraft kompensiert:

B3
471'7"0

= (peo — Po) 9o (5.8)

Dabei sindp.o und py die externe bzw. interne Dichte am Gleichgewichtsradju®ie
entsprechenden Gasitke werden durch die laterale Druckgleichgewichtsbedingung mit-
einander verkuapft:
= By _ 1 ! 5.9

Pe0p0+8—ﬂpo(+%) (5.9)
Dabei istg, = 8mpy/BZ. Um die Entwicklung einer langsam aufsteigenden Fhasm-
schleife nachzubilden, wird der Flussring in eine halb-elliptische Konfiguration verformt
(vgl. Abb. 5.2). Bei einer quasi-statischen, adiabatischen Auslenkung wird die Schich-
tung im Innern der gestreckten Flugkre durch die GIn. (5.6) und (5.7) nWNt* = V4
beschrieben. Die externe Konvektionszone ist hingegen superadiabatisch geschichtet:
V*. = Vaa +d. (Mit 6, > 0). Ein quasi-statischer Aufstieg ist eine gutaiérung fir die
numerischen Simulationen, auf3@r €flie oberste, stark superadiabtische Schicht der Kon-
vektionszone. Die Dichtg, am Referenzniveaty muss bei diesem Vorgeheiirfjede
Auslenkung iterativ angepasst werden, um die Massenerhaltung im Innern dedRtassr
zu gewahrleisten. Um festzustellen, ob die Flugmenschleife gefangen ist, wird das
Verhaltnis zwischen der nach aul3en gerichteten Auftriebskiaftund der nach innen
gerichteten Kiimmungskraft:;,, an inrem Gipfelpunkt als Funktion derdHer, unter-
sucht. Abbildung 5.3 gibt den Verlauf dieses \@thisses in defr, .,)-Ebene wie-
der. Die Zahlenwerte wurden dabei so @i, dass sie den Bedingungen irvl.-Stern
Nr. 540 entsprecheniy, = 0.4g/cm? py = 2.1 - 10 dyn/cm?, gy = 2.3 - 10% cm /s>
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und 3, = 10°. Um den signifikanten Teil der Sternmassé ((,v) /M. ~ 0.34) inner-

halb der Konvektionszone (> ry) zu beficksichtigen, wurde der Gravitationsexponent

o = 1.3 verwendet. Der adiabatische Temperaturgradien¥jgt = 0.4 und die Supe-

radiabatiziait 6. = 10-%. Der Gleichgewichtsradius variiert urg ~ 4.28 - 10'° cm. Fir

ro/ Ry S 0.183 zeigt Abb. 5.3 das Auftreten eines Bereichs (grau unterlegt), in dem die

Krommungskraft gtrker als die Auftriebskraft ist. Dieser Bereich wird von zwei Gleich-

gewichtszusinden begrenzt, einem stabilen beaifgeren Radien und einem instabilen bei

kleineren. Flusgihren, die den unteren Gleichgewichtszustand erreichen, sind gefangen.
Dieses Ergebnis wird mit einer entsprechenden Analyse der nicht-linearen Simulatio-

nen verglichen. Abbildung 5.4 zeigt das Valtmis zwischen den nach auf3en bzw. innen

gerichteten Kafte

fout fbuoy + finertia

fin fcurv + fdrag

am Gipfelpunkt aufsteigender Flussrenschleifen ini M -Stern Nr. 540, die zwischen
den Gleichgewichtsbreitek,, = 25...30° starten. Auch bei den nicht-linearen Simula-
tionen zeigt sich ein Bereich, in dem die Summe der nach innen gerichteiée Komi-
niertt. Flussbhren, die ihre Entwicklung etwas unterhalb tiirergangsbreite beginnen,
erfahren in der Mitte der Konvektionszone eineilmergehende Abbremsung ihres Auf-
stiegs. Aufgrund ihres &gheitsmomentsdnnen sie diese Region jedoch durchqueren
ohne eingeschlossen zu werden. Je kleiner aber denungsradiug des Flussrings
im Gleichgewicht ist, desto breiter ist diese abbremsende Zone und dementsprechend
groRer die Wahrscheinlichkeitif eine Flussshre gefangen zu werden. Fludlsren, die
oberhalb defJbergangsbreite starten, sind nicht mehr in der Lage die abbremsende Zo-
ne zu durchqueren: Typischerweise steigt das Gipfelelement étvesislen designierten
Gleichgewichtsradius hinaus auf, bis es von dektreibenden Kimmungskraft zuirck-
gezogen wird; dieser Vorgang ist auch in Abb. 4.5 bei Flissn zu erkennen, die etwas
oberhalb detJbergangsbreite starten. Bei nodbhleren Anfangsbreiten ist die Beschleu-
nigung bei kleinen Auslenkungen bereits so gering, dass siyh€itseffekte nicht mehr
bemerkbar machen und vernaz$sigt werden &nnen; das oberste Flusirensegment
nahert sich in diesendlen asymptotisch der neuen Gleichgewicbts

Aufgrund der sehr gutetdbereinstimmung der Ergebnisse des einfachen (quasi-
statischen) Modells mit denen der nicht-linearen Simulationen ist davon auszugehen, dass
der Einschlussmechanismus magnetischer Fdhigsen in Riesenstern tdtshlich durch
das Wechselspiel zwischen magnetischarrimungskraft und Auftriebskraft verursacht
wird.

(5.10)

!Die sehr gute (qualitative)lbereinstimmung vergleichbarer Strukturen in den beiden Abbn. 5.3 und
5.4 besatigt die Analogie zwischen dem vereinfachten und dem \@ildigen Flusg&threnmodell.
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ABBILDUNG 5.3: Polytrope Schichtung: Vedhnis |aout/ain| am Gipfelelement,,, der halb-
elliptisch ausgelenkten Flusdire. Der Bereich, in dem die magnetischai®mungskraft die
Auftriebskraft Ubertrifft ist grau unterlegt; dicke Linien markieren (statische) Gleichgewichts-
zustinde.
Aeq [degrees]
50.0 295 29.0 285 28.0 2/.5 27.0 26,5 26.0 25,5 25.0
I |

0.80

0.198 0.200 0.202 0.204
R=Roq/Ry

ABBILDUNG 5.4: Nicht-lineare Simulationen: Veidlinis | f.../ fin| am Gipfelelementy,;.;, auf-
steigender Fluséhrenschleifen. Did&Jbergangsbreite (gestrichelte Linie) liegt bej, ~ 29.5°.
Der dunkelgraue Bereich in der oberen linken Ecke &lttkeine Daten, da die gefangenen
Flussbhren diese Bhe nicht mehr erreichen.
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Diskussion

Relevanz fir die Koronagrenze

Der vollstandige Einschluss magnetischer Fla$sen erfolgt in Sternmodellen des Mas-
sebereichslf, = 1...3 My bei Oberfachentemperaturen vdh.gz ~ 4750...4900 K.
Sternmodelle vergleichbarer Entwicklungsstadien, d.h.amitlichen Abmessungen des
radiativen Kerns, die unter der Verwendung der OPAL Zustandsgleichung (Rogers et al.
1996) oder des Geneva-Toulouse-Codes (z.B. Charbonnel & Talon 1999) berechnet wur-
den, sind im Vergleich zu den Standard-Entwicklungssequenzen (Tab. 4.1) um etwa
|AT | < 60K verschoben (Abb. 4.1). Der auf Grundlage dieser Sternmodelle bestimmte
Ubergang von ausbrechenden Flissen zu gefangenen ist praktisch identisch mit dem
der Standard-Simulationen, sodass der ermittelte Temperaturbereich recht stabil ist. Unter
Verwendung von Umrechnungstabellen (Schmidt-Kaler 1982) ergibt sich daraus, dass der
Einschluss magnetischer Flugkren in Riesensternen (LC 1ll) etwa im Spektralbereich
G7 bis KO einsetzt. Dieses Gebiet des HR Diagrammes liegt sehr dicht links der Region, in
derublicherweise die Koronagrenze angesiedelt wird, dem Spektralbereich K1...K3. Da-
bei ist zu beachten, dass in der vorliegenden Behandlung nur Sterne untersucht wurden,
die diese HR Region zum ersten Mal durchqueren und dann den RGB hinaufwandern.
An der Spitze des RGB beginnen Sterne it < 3 M, ihre Helium(Kern)Brennphase
mit dem so genannten ‘Helium Flash’, wobei sie hochmaiiegkizum Ansatz des RGB
springen. Dadurch sammeln sich in diesem Bereich der so genannten ‘Klumpentesen’ (
clump staryverschiedene Sternpopulationen mit einem sehr heterogenen inneren Aufbau.
Die entwickelten Post-Helium-Flash-Sterne wurden hier jedoch niclitksichtigt.
Ausbrechende Flusghren fihren zu bipolaren Fleckengruppen in der Photéasph
und zur Bildung grof3skaliger Magnetfelaipen in der Sternatmosgate, die den Ein-
schluss von heiRemI( > 10°...10°K) Plasma in detUbergangsschicht und Koro-
na erndglichen; insbesondere in ausgedehnten Riesensternen ist ein magnetischer Ein-
schluss des Gases zur Aufrechterhaltung sehr hoher Temperaturen erforderlich. Da die
Grenzlinien fir das Auftreten einedbergangsschicht (Linsky & Haisch 1979) bzw. Ko-
rona (Ayres et al. 1981) im HR Diagramm mit dem Gebiet zusammenfallen, in dem
ein signifikanter Massenverlust in Form langsaméhl&r Sternwinde einsetzt (Reimers
1977), wurde — neben verschiedenen anderen Szenarien — vermutet, dagslagnig
koronaler Pntgenemission durch eifenderung der atmosgiischen Magnetfeldstruk-
tur verursacht wird. Rosner et al. (1991, 1995) und Kashyap et al. (1994) nehmen einen
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. s 'r:,f"'___:f--*’ ABBILDUNG 6.1: Topologie des
\\\ -~ __— | atmosplrischen Magnetfelds in
T — N il _—— kihlen Riesen zu beiden Seiten der
e ——— | CDL (nach Rosner et al. 1995).
¥ - | Auf der heiBen Seite der CDL
=l ————— | (links) dominieren grof3skalige,
geschlossene @en, wahrend auf
— der kihlen Seite rechtg kleinere
e Bogen in Uberwiegend ‘offenen’
= ) e Magnetfeldstrukturen eingebettet
/ - ._ ] sind, entlang derer ein massiver
- S5, : ~| Sternenwind absbmen kann.
- = \\x\

grundlegendetbergang der Magnetfeld-Topologie an (vgl. Abb. 6.1): Von einer Ma-
gnetfeldstruktur, die durch eine Vielzahl grof3skaliger Kordrggm dominiert wird (auf

der linken Seite der CDL), zu einer, in der Gebiete mit ‘offenen’ Feldlirilbarwiegen

und nur wenige kleinskalige @jen existieren (auf deriklen Seite). Die ausgedehnten,
von offenen Feldlinien dominierten Obéxthenareale erglichen dabei das Abgtmen
eines Kihlen Sternwindes, der (@glicherweise) von Alfénwellen angetrieben wird. Als
Ursache ir dieserlJbergang vermuten sie eidederung des Dynamoprozesses, der von
einem sonneghnlichen Mechanismus, der grof3skalige, toroidale Magnetfelder erzeugt,
in einentibergeht, der auf den kleinerahgenskalen des lokalen konvektiv-turbulenten
Geschwindigkeitfelds arbeitet und in der Lage ist ein geringes Mal3 an Asttautfrecht

zu halten. Der Einschlussmechanismus magnetischer Bhrssr in Riesensternen un-
terstitzt dieses Szenario, da er eine physikalische GrundlaggehUbergang der Feld-
topologie liefert, bei der keinAnderung des zu Grunde liegenden Dynamomechanismus
erforderlich ist. DidUberreste gefangener Flughren, die durch turbulente Gasbewegun-
gen innerhalb der Konvektionszone aufggtlwerden, &nnen daiiber hinaus im Rahmen
der Magneto-Konvektion durch einen lokalen Dynamoprozessar&tsiverden und da-
durch zu einem gewissen Mindestmalf3 an Akdi/lieitragen.

Unter Beficksichtigung der vergleichsweise schnellen Sternentwicklung im Riesen-
stadium entspricht der Fluggreneinschluss aufgrund des Grenzkriteriums (4.1) einer
vergleichsweisen abruptefnderung der Oberdichenaktiviatt — verbunden mit einem
entsprechend starkeniiBkgang der Bntgenemission. Demnachiwde sich die Akti-
vitat einesindividuellenSterns beimUberschreiterder CDL sprunghaftindern. Dabei
ist der Einschlussmechanismus unaibgig von der Rotationsrate und sollte, solange ein
Dynamomechanismus vorhanden ist, bei allen Riesensternen entsprechender Entwick-
lungsstadien auftreten. Nach dem, beispielsweise vionseh & Schoder (1996) ver-
tretenen, Konzept einer Koronagrenzlinie aufgrund benachbarter Sternpopulationen mit
unterschiedlichen Rotationsvergangenheiterdert sich die magnetische Aktiithin-
gegen in einenEnsembleahnlicher Sterne (mit vergleichbaren Massen) kontinuierlich
wahrend ihrer Entwicklungntlangder CDL, d.h. ohne sprunghaffenderungen der Ak-
tivitat. Eine Entscheidung zwischen den verschiedene@taes zur Erkirung der CDL
konnte wondglich durch die eingehendere Beobachtungen eir@ayen Zahl von Rie-
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sensternen in Verbindung mitgmisen Nach-Hauptreihen-Sequenzen getroffen werden,
falls dadurch festgestellt werden kann, ob die Entwicklungswege die Koronagrenze kreu-
zen oder parallel zu ihr verlaufen.

Die Rolle des Flussohrenmodells

Die Vernachhssigung von Wechselwirkungen verschiedener Filsen untereinander

ist in Hinblick auf die pol- bzwaquatorvartige Drift des in der Overshoot-Region ver-
ankerten Rhrensegments vermutlich unrealistisch, da in dieser Situation mit Kontakten
zwischen verschiedenen Flugkren zu rechnen ist. Diese Interaktionen erschweren das
Absinken gefangener Flugsiren zumAquator. Es ist daher unwahrscheinlich, dass sie

in der gleichn&Rigen und kontinuierlichen Art und Weise zémuator driften wie in Ab-

schn. 4.3 dargestellt. Und da die Zeit bis zum Erreichen des neuen Gleichgewichts eher
lange ist, erreichen sie diesen Endzustand @glioh nie. Es istim Grunde aber auch irre-
levant, ob eine gefangene Fludkre dasaiquatoriale Gleichgewicht erreicht, von konvek-
tiven Stbmungen zerstt wird, oder sich mit anderen Flugdéiren verbindet. Der wesent-
liche Punkt ist die Verhinderung des Ausbruchs grof3skaliger Magnetfeldstrukturen an der
Sternoberfiche. Da das grunédtzliche Problem von Magnetfeldern in Konvektionszonen
ihre dauerhafte Speicherung und nicht ihr Ausbruchistrtfder Einschlussmechanismus
vermutlich nicht zu einemalligen Verschwinden magnetischer Akti&if sondern eher

zu einem drastischeniiRkgang der Bntgenemission im Regimaikler Riesensterne.

Die Simulationen beinhalten weder differentielle Rotation noch meridionabertin-
gen. Obwohl davon auszugehen ist, dass derartigénfsingen auch in Riesenster-
nen existieren, ithren die @ir das Einsetzen der Parker-Instabiliberdtigten hohen
Feldstrken zu magnetischen Energiedichten, welche die kinetischen Energiedichten die-
ser Stomungen deutliclibertreffen. Sobald eine aufsteigende Flaksenschleife in die
Konvektionszondibergegangen ist, wird ihre weitere Dynamik im Wesentlichen durch
Auftriebs- und magnetische Kfte dominiert, sodass die tathliche Bewegung der Um-
gebung ihre Entwicklung kaum noch beeinflusst. GleichermalRedeweine sonnein-
liche differentielle Rotation innerhalb der Overshoot-Region die Statskigenschaf-
ten kaum vedindern (Ferriz-Mas & Sdlssler 1995). Allerdings kann aufgrund des Feh-
lens schilissiger Beobachtungen und \Zsslicher theoretischer Modelle diediglich-
keit einer auBergewhnlich starken differentiellen Rotation in Riesensternen auch nicht
ausgeschlossen werden. Der Einschlussmechanismus scheint allerdings weitgehend un-
abhangig von der Situation in der Overshoot-Region zu sein, da er, wie oben gezeigt
wurde, durch die am Gipfelpunkt angreifenderéKe dominiert wird, der weit oberhalb
des unteren Rands der Konvektionszone liegt.

Alle untersuchten Flusshren beginnen ihre Entwicklung aus der gleichen Ausgangs-
konfiguration: Eine parallel zumquator liegende, toroidale Fluggre im mechanischen
Gleichgewicht innerhalb der Overshoot-Region. Obwohl es sich bei dieser Gleichge-
wichtsbedingung um eine — in Hinblick auf einen potenzielten-Dynamo und die
Notwendigkeit der Speichung von Magnetfeldern — naheliegende Annahme handelt,
kann die Existenz alternativer Gleichgewichte nicht gréanzigh ausgeschlossen wer-
den. Obwohl die Parameterstudie gezeigt hat, dass der Einschlussmechanismus sehr ro-
bust ist, niissen weitere Aspekte noch untersucht werden: Ist ein Einschluss magnetischer
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Flussbhren auch in massereicheren Sternen zu finden (Hybrid Sterne), in Klumpenriesen
oder entwickelten Komponenten schnell-rotierender RS CVn-Doppelsternsystemen? Jun-
ge Vor-Hauptreihensterne besitzen auch kleine radiative Kerne und zeigen magnetische
Aktivit at. Kann der Einschlussmechanismus auch bei ihnen auftreten?
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Kapitel 7

Einleitung und Motivation

Physikalische Doppelsterne sind eine sefufige Erscheinung. Zwar schwanken die An-
gabenuber ihre statistische Verteilung je nach Art und Védllsdigkeit des betrachteten
Ensembles, aber man geht davon aus, dass nur etwa ein Drittel aller Sterriedariib
chen, ‘klassischen’ Sinne) taishlich Einzelsterne sind (z.B. Abt & Levy 1976, Duquen-
noy & Mayor 1991). Seit ihrer ersten Identifizierung um 1780 durch Her$cipitlen
diese Objekte in der Astronomie eine wichtige Rolle, da sie die einzigglithkeit ei-
ner direkten Massenbestimmung von Sternen darstellen und sich dadurch hervorragend
zum Test theoretischer Sternaufbau- und Entwicklungsmodelle eignen. Daraus ergibt sich
zwangsaufig ihre besondere Bedeutung autih darauf aufbauende Theorien wie bei-
spielsweiseiber die Massen- und Drehimpalsderung von Sternen, deren (differenti-
eller) Rotation und Konvektion und die daraus entstehenden Dynamomechanismen und
magnetischen Aktivatsptanomene.

Doppelsterne bilden etliche Klassen in der Gruppe \a@énderlichenSterne, iir
deren Versindnis allerdings die Kenntnis ihrer Systemparameter erforderlich ist. Im
Gegensatz zu visuellen und astrometrischen Doppelsternen, deren Bahnelemente durch
wiederholte Ortsbestimmungen der getrennt sichtbaren Komponente(n) bestimmt wer-
den kOnnen, verwendet man bei engen, kurzperiodischen Systemen, die nicht mehr auf-
gelost werden &nnen, photometrische und spektroskopische Verfahren. Bei der Gruppe
der Bedeckungsvanderlichen (EBgclipsing binarie} wird beispielsweise der Verlauf
des photometrischen Lichtwechsel&lwend des Vorbeigangs einer Komponenten vor
der anderen registriert. Bei spektroskopischen Doppelsternersff@Btroscopic binari-
e9 wird dagegen die Intengit und das Profil charakteristischer Spektrallinien beobachtet,
die wegen der periodischen Geschwindigktderungen der rotierenden Komponenten
(entlang der Sichtlinie) eine Dopplerverschiebung bzw. -verbreiterung zeigen. Insbeson-
dere bei halbgetrennten oder Kontaktsystemen kommt es zum Massentransfer zwischen
den Komponenten, zur Ausbildung von Akkretionsscheiben oder gemeinsamen Atmo-
spharen, welche die Interpretation der Beobachtungen erschweren. Diese Effekte spielen
bei denim Weiteren betrachteten getrennten Systemen keine Rolle, aber auch hier wird die
Analyse der Licht- und Spektralkurven durch sekamsdEinflisse erschwert. Dies sind,
um nur einige zu nennen, die Rand- und Gravitationsverdunkelung, die Gezeitenverfor-
mung der Komponenten, Reflexionseffekte aufgrund der gegenseitigen Bestrahlung und

IFriedrich Wilhelm Herschel, deutscher Astronom, 1738 — 1822
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phasenakdngige Helligkeitsschwankungen aufgrund von Temperaturinhom@gemiin
verschiedenen Atmosphenschichten.

Die eigentlichen Obefdichenstrukturen und -inhomogeiign weit entfernter Ster-
ne konnen ndirlich nicht direkt beobachtet werden. Aber mit Modellannahnierdie
Helligkeitsinhomogeniiten ist es raglich, aus der photometrischen Lichtkurve in einem
Inversionsprozess deren gruatidiche Charakteristika abzuleiten; bei dunklen Stern-
flecken beispielsweise ihre Anzahl, @Re, Lage und Temperatur (z.B. Eaton & Hall
1979, Rodon et al. 1986, Budding & Zeilik 1987). Dazu werden auitere und z.T.
mehrere Jahrzehnte Zuokreichende Beobachtungen verwendet, um Auisdduber
Aktivit atezyklenzu erhalten (Rodanet al. 2000). Weiter entwickelte Rekonstruktions-
methoden wie daBoppler Imaging (DI)Verfahren verwenden zatzlich zur Lichtkur-
ve rotationsmodulierte, asymmetrische Linienprofile, beispielsweise von Fel oder Cal,
die durch dieUberlagerung der Bettige verschiedener Obérthenelemente mit unter-
schiedlichen Dopplerverschiebungen entstehen Die Inversionstechniken sind allerdings
nicht eindeutig und beitigen daher Regularisierungsbedingungen, um eimihg fir
die Verteilung dunkler oder heller Flecken zu liefern (Vogt & Penrod 1983, Vogt et al.
1987). Abweichungen der Ergebnisse bei Verwendung verschiedener Regularisierungs-
funktionen werden jedoch mit besserem Signal-zu-Rauschalfert der Ausgangsdaten
immer geringer. Durch die Verwendung magnetisch sensitiver Spektrallinien kann beim
Zeeman-Dldas Magnetfeld und dessen Orientierung bestimmt und damit die der Licht-
modulation zugrundeliegende, magnetische Ursache nachgewiesen werden (Semel 1989,
Donati et al. 1992).

Magnetische Aktivitat in Doppelsternen

Schnelle Rotation und eine ausgedehnte Konvektionszone sind die Voraussetaungen f
einen effektiven Dynamomechanismus. Beides ist in engen Doppelsternsystemen vor-
handen, wenn mindestens einéhke Komponente vom Spektraltyp G — M vorhanden

ist. Wahrend vergleichbare Einzelsterne in ihrem Hauptreihenstadium aufgrund der ma-
gnetischen Abbremsung eine deutliche Verringerung ihrer Rotation erfahren, ist in en-
gen Systemen mit Perioden van < 12d aufgrund der Gezeitenwechselwirkung die
Sternrotation i.Allg. mit der Dauer des Bahnumlaufs synchronisiert. Dadurch ist in ei-
ner Komponente, die entweder auf der Hauptreihe schon&iflere Konvektionszone
besitzt oder wethrend ihrer Nach-Hauptreihen-Entwicklung eine solche ausbildet, eine ef-
fiziente Magnetfeldveratkung noglich, die zu wesentlich ausg&gteren Aktiviatser-
scheinungenifhrt als sie bei der Sonne beobachtet werden. Diealtigjen Kombina-
tionsnbglichkeiten der Konfigurationen und Entwicklungsstadien beider Komponenten
fuhren zu verschiedenen Klassen magnetisch aktiver Doppelsterne, von denen hier nur
einige aufgeiihrt werden:

e W UMaSysteme sind kurz-periodisch€ € 1d) bedeckungsv@nderliche Sterne
nahe der Hauptreihe vom Spektraltyp F — M in einem Kontaktsystem, meist mit
gemeinsamen Atmosphen. Die Struktur der stark elliptisch verformten Kompo-
nenten @ihrt zu komplizierten Lichtkurveniif deren Erkhrung auch die Existenz
dunkler Sternflecken mit herangezogen wird (Eaton et al. 1980).
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e AM Her-Systeme odePolars getren zur Gruppe ddfataklysmischen Véander-
lichen (CV) Sie haben Rotationsperioden von nur wenigen Stunden und zei-
gen pbtzliche Ausbiiche von bis zwb mag, die durch die Akkretion von einem
kiihlen Hauptreihenstern ab&mender Materie auf einen magnetischen Weil3en
Zwerg erzeugt wird, dessen starkes Magnetfeld mit Fatleh der Galienordnung
107...10% G die Ausbildung einer Akkretionsscheibe verhindert, indem es den Ma-
teriestrom zu einem Fleck in derade des Magnetpols dirigiert (Gaensicke et al.
1995, Fischer & Beuermann 2001). Neben starker Emission im weicbetgen-
bereich zeigen diese Systeme eineanglerliche lineare und zirkulare Polarisation
im Optischen und UV.

e UV Cet oder Flaresterne sind éhle Zwergsterne vom Spektraltyp dMe, meist
mit Wasserstoffemissionslinien, deren optische Helligkeit aufgrund unrégeim
ger Flares innerhalb von Sekunden bis Minuten um big ztag ansteigen kann.
Sie zeigen weitere Anzeichen sonaanlicher Aktivitat, wie dunkle Flecken und
variable chromospdrische und koronale Emission in Form von UVarRRgen- und
Radiobursts (Gershberg et al. 1999, und darin enthaltene Zitate). Sie téetiég h
auch als Einzelsterne auf.

e RS CVAundBY DraSterne sind enge, aber getrennte Doppelsterne, deren photo-
metrische Lichtkurven auf3erhalb der Bedeckungen periodische Schwankungen auf-
weisen photometric distortion wayedie mit ausgedehnten Inhomogénén der
Oberfachenhelligkeit erldrt werden. Sie geiten zur Gruppe chromosgahsch ak-
tiver Sterne (Strassmeier et al. 1993, und darin enthaltene Zitate) und zeigbardar
hinaus noch viele weitere Merkmale magnetischer AkiiviBY Dra-Sterne bilden
beispielsweise eine Untergruppe der Flaresterne.

Im Gegensatz zu Kontaktsystemen oder Kataklysmischesnderlichen haben getrenn-

te Systeme den Vorteil, dass Beobachtungen nicht durch stark deformierte Komponen-
ten, gemeinsame Atmosaten, einenlberflieBenden Materiestrom oder eine Akkreti-
onsscheibe beeinflusst werden. Aus diesem Grund spielen RS CVn- und BY Dra-Systeme
eine besondere Rolle, weil sie eine vergleichsweise einfache Untersuchung intrinsischer
Sternaktivitit erlauben, deren diversen Signaturen wesentlitket ausge@gt sind als

bei der Sonne.

RS CVn-und BY Dra-Sterne. ..

In RS CVn-Systemen befindet sich mindestens eine (aktive) Komponente in einem fort-
geschrittenen Entwicklungsstadium, etwa eirler Riese (LC Ill) oder Unterriese (LC

IV) vom Spektraltyp G — K. Periodische Variationen ihrer Lichtkurve aul3erhalb der Be-
deckungen werden in Analogie zur Sonne auf dunkle Sternflecken und helle Fackelge-
biete zuiickgefihrt. Chromospérische Aktivitit macht sich in Form von Plages, Flares,
verstrkter Hy-Emission und in der rotationsperiodischen Modulation von Call H & K
und Mg Il h & k-Linienkernen bemerkbar. Analysen voaHLinienprofilen zeigen Signa-
turen vergleichsweiseitkler Materie, die in der deutlich hei3eren Sternatmasplein-
gebettet ist und solaren Protuberanaémelt (z.B. Collier Cameron 1996, Jardine et al.
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2001). Dies &sst, in Analogie zur Sonne, auf die Existenz ausgedehnter, grof3skaliger
Magnetfelder in geschlossenefddinstrukturen schlieen, die einzelne Akétsregio-

nen miteinander verbinden und die Aufheizung und den Einschluss koronalen Plasmas
ermbglichen. Die Strahlunggfsse von kurzperiodischen RS CVn-Systemen im EUV und
Rontgenbereich liegen mehrered@enordnungeilber denen vergleichbarer, aber lang-
samer rotierender Einzelsterne; sie @e&m zu den sirksten Bntgenquellen im Regime
spater Spektraltypen (Dempsey et al. 1997, Osten & Brown 1999). Die idegiaria-

bilitat wird im Wesentlichen durch Flare-Ereignisse verursacht, die sich in allen Spek-
tralbereichen und von der Chromogpé bis zur Korona bemerkbar machen. Die dabei
freigesetzte magnetische Energie ist die starke Beschleunigung von Teilchen und die
daraus folgenden nicht-thermischen und teilweise polarisierten Radiobursts verantwort-
lich (z.B. Osten et al. 2000).

Hall (1976) hat bei seiner Klassifizierung der RS CVn-Systeme verschiedene Unter-
gruppen unterschieden, so z.B. reégel Systeme mit Rotationsperiodén= 1...14d,
langperiodischel > 14 d) und kurzperiodischel{ < 1d). Kurzperiodische RS CVn-
Systeme scheinen im Gegensatz zu den anderen aus Hauptreihensternen zu bestehen, die
ihr Rochevolumen beinahe at#ién und manchmal als BY Dra-Systeme eingestuft wer-
den (Fekel et al. 1986, Budding & Zeilik 1987). BY Dra-%¥aderliche wurden urspng-
lich als schnell rotierende dKe — dMe Hauptreihensterne (LC V) mit Call H & K Emissi-
onslinien klassifiziert, die aufgrund von Sternflecken periodisch variierende Lichtkurven
haben. Inzwischen gilt es als sicher, dass der Grof3teil (vielleicht sogar alle) dieser Ob-
jekte Doppelsternsysteme mit Hauptreihensternen der Spektraltypen F — M sind (Bopp
& Fekel 1977, Fekel et al. 1986). Eine umfassende Zusammenstellung chrdrissph
aktiver Doppelsterne findet man bei Strassmeier et al. (1993).

...und ihre Fleckenverteilungen

Die aus photometrischen und spektroskopischen Daten rekonstruierten Fleckenverteilun-
gen (siehe z.B. Abb. 7.1) auf schnell rotierenden Doppelsternen unterscheiden sich so-
wohl quantitativ als auch qualitativ deutlich von dem uns vertrauten Bild der Sonnenpho-
tospréare. Wahrend bei dieser die @8ten Fleckengruppen weniger al$% der gesam-

ten Oberfhiche einnehmengkinen bei aktiven Doppelsternef’% und mehr von Stern-
flecken bedeckt sein (z.B. O'Neal et al. 1998, Lanza et al. 2001). Ein weiterer Unterschied
zeigt sich in der Fleckenanordnung. In der Sonne treten Fleckengruppen nur in einem
aguatornahen Bereich zwischen etw2b° Breite auf. In schnell rotierenden Sternen lie-

gen Ausbruchsorte dagegen auch bei deutlighelnen und gardchsten Breiten. Ein typi-
sches Charakteristikum schneller Rotatoren ist das Vorhandensein ausgedehnter polnaher
bzw. polarer Fleckerpplar capg, die der Wirkung der Corioliskraft auf aufsteigende ma-
gnetische Fluséhren zugeschrieben werden (8shler & Solanki 1992). Da sich polare
Flecken bei der Rotationsmodulation der Lichtkurve und Linienprofile kaum bemerkbar
machen und Beobachtungen mit einem sehr guten Signal-zu-Rausditivesrioraus-
setzen, ist ihr Nachweis aber schwierig und teilweise kontrovers. Da in das Inversions-
verfahren die Neigung der Bahnebene eingeht und die Bestimmung der Breitenverteilung
von Sternflecken empfindlich von dieserdBe abBAngt, ist eine genaue Bestimmung der
Bahn- und Systemparameter u@sdlich. Die Ermittlung der &angenverteilung ist dage-
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gen etwas einfacher, da zumindest bei Bedeckungaderlichen durch die Minima der
Lichtkurve eine exakte Bestimmung und Zuordnung der Rotationsphagkcimist.

Deutliche Asymmetrien in longitudinalen Verteilungsfunktionen weisen darauf hin,
dass Sternflecke nicht gleickafdigiber alle langen verteilt sind, sondern sich an man-
chen taufen bzw. vermehrt auftreten (z.B. Henry et al. 1995, Jetsu 1996, und darin
enthaltene Zitate). Solch bésidige Vorzugslingen werden manchmal auch als ‘Akti-
vitatsdgirtel’ (ALBs, active longitude bellsbezeichnet. NebendHen, in denen keine,
mehrere oder unregebfiig verteilte Vorzuggingen zu finden sind, trete@unfig LAngen-
verteilungen auf, bei denen zwei ALBs u 180° voneinander getrennt in gegérer-
liegenden Quadranten des Sterns liegen. Die Orientierung dieser Atgrantren relativ
zum Begleitstern ist unterschiedlich: In kurzperiodischen Systemen mit Umlaufsdauern
T < 1d scheinen ALBs bevorzugt in der Umgebung der Quadraturpunkte zu liegen,
d.h. in den Richtungen senkrecht zur Verbindungslinie Stern — Begleiter (Zeilik et al.
1989, 1990b,a, 1994, Zeilik 1992, Olah et al. 1994, Heckert et al. 19983nkpelpe-
riodischen Systemen ist die Situation hingegen uneinheitlich. Nebeanaggén \Vor-
zugshngen um den substellaren Punkt, d.h. der Richtung zum Begleitstern, und/oder
dessen Antipoden zeigen manche Sterne ALBs auch bei andéaregeh (Lanza et al.
1998, 2001, 2002). &lifig zeigt die photometrische Lichtkurve eine zeitliche Phasenver-
schiebung ihrer fleckenbedingten Modulation, welche eine Migration der Aksvierde
anzeigt (Strassmeier 1994, Rodoet al. 1995, Berdyugina & Tuominen 1998, Berdyu-
gina et al. 1999, Rodanet al. 2000). Sie wird auf eine differentielle Rotation des Sterns
zuriickgefihrt, die bei schnell rotierenden Komponenten enger Doppelsternsysteme aber
deutlich geringer als im Fall der Sonne ist (Hall 1991).

Ausgehend von einer Untersuchung von ALBs in Systemen mit unterschiedlichen
Rotationsperioden, ziehen z.B. Heckert & Ordway (1995) diighthkeit in Betracht,
dass die Lage von Vorzugsigen von der Gravitationswirkung des Begleitsterns beein-
flusst wird; denkbar ist etwa désbergang von festen zu migrierenden \Vorzéagsjen
beim Ubergang von kurzen zuahgeren Rotationsperioden. Untersuchungen magneti-
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scher Flusgrhren besclamkten sich bisher auf Einzelsterne, in denen Axialsymmetrie
beziglich der Rotationsachse vorliegt. In Doppelsternsystemen wird jedoch durch die
Gezeitenwirkung eine weitere Richtung ausgezeichnet und die Axialsymmetrie gebro-
chen. Die Dynamik magnetischer Fludlsren wird dabei nicht nur durch die Gezeiten-
kraft selbst, sondern auch durch die breiten- umpkenabéngige Variation der Stern-
schichtung beeinflusst. Um die Wirkung dieser Effekte auf aufsteigende &tussarzu
untersuchen, wird nun das solare Paradigma magnetischer Akaut enge Doppelster-

ne Uibertragen, und das Flustiren-Modell um die Gezeitenwirkung eines Begleitsterns
erweitert. Die Untersuchung umfasst dabei das Gleichgewicht, die Siabiid die nicht-
lineare Entwicklung magnetischer Fluskren durch die Konvektionszone bis zu ihrem
Ausbruch an der Obeé#the.



Kapitel 8

Doppelsternmodell

8.1 Naherung fur die Gezeitenwirkung

In engen Doppelsternsystemen bewirken die Gezeiédtekreine Zirkularisation der
Bahnbewegung und Synchronisation der Sternrotation mit dem Umlauf der Komponen-
ten'. Theoretische Vorstellungerber den Ablauf dieser Voégge beruhen auf der Dissi-
pation turbulenter Gasbewegungen in der Konvektionszone durch viskose Reibung (Zahn
1977, Hut 1981) bzw. auf durch Gezeiteneffekte induzierte meridionaengtigen, wel-

che zu einer Umverteilung des Drehimpulses innerhalb des St#mresf(Tassoul & Tas-

soul 1992, Tassoul 1995). Beide Mechanismen laufen auf Zeitskalen ab, die im Vergleich
zur Entwicklungszeitskala der Sterne sehr kurz sind. Statistische Untersuchungen bele-
gen, dass die Bahnen enger Systeme mit Rotationsperiodeh goih0 d typischerweise

keine Exzentrizit aufweisen (Duguennoy & Mayor 1991) und die Rotation in sehr guter
Naherung synchronisiert ist (Strassmeier et al. 1993). Aus diesem Grund wird im Wei-
teren von einem Doppelstern ausgegangen, in dem sich die Komponegeuimdener
Rotation auf Kreisbahnegleichformigum den gemeinsamen Massenschwerpunkt bewe-
gen; im mitrotierenden Bezugssystem ist diese Systemkonfiguittmabkngig

8.1.1 Effektives Potenzial und Gezeitenbeschleunigung

Das hier verwendete Modell eines Doppelsternsystems besteht aus einem Hauptstern der
MasseM, am Ortr, und einem Begleitstern der Massé., am Ortr., = r, + a (vgl.

Abb. 8.1). Die dimensionslose Glbeq = M., /M. bezeichnet das Massenvaltmis der

beiden Komponenten und= |a| den Abstand zwischen den jeweiligen Sternmittelpunk-

ten. Der Theorie des Zweidtper-Problems folgend geltearfdie Sternorte im Schwer-
punktsystem die Beziehungen

M o q und M, 1
——a = a Ieo = a=
M, + M., 1+g M+ M. 1+4g

a. (8.1)

r, =

1Ein System ist im stabilen Gleichgewicht, wenn sich die beiden Komponenten in Korotation auf ebenen
Kreisbahnen bewegen und die Rotationsachsen parallel zueinander sind (Hut 1980).
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ABBILDUNG 8.1: Modell eines Doppelsternsystems. Der Ursprung des mitrotierenden Bezugs-
systems ist der Massenschwerpunkt. Aufgrund der Beziehungen (8.1) isbglkhm in ein
(Kugelkoordinaten-)Systeifiiberzugehen, dessen Ursprung im Zentrum des Hauptstériiegt.

Dabei istr der Abstand vom Sternmittelpunkt,der Azimutwinkel und\ der Winkelabstand vom
Aquator.

Fur eine gegebene Umlaufsperidfidolgt aus dem 3. Keplerschen Gesetz der Abstand

a M., 1/3 s (T 2/3
(R—Q):um (M@) (1+q) (E) . (8.2)

Abbildung 8.2 zeigt den Verlauf des Abstands als Funktion der Umlaufspefiodes
gestrichelte Linie gilt@ir das in in Abschn. 8.2 beschriebene Referenzsystem/ini:

1 My undq = 1. Die Rotationsrate des Hauptsterns ist identisch mit der Umlauffrequenz
und seine Rotationsachse parallel zu der des Systems:

2
Q, = Qe = Qeq = —e. (8.3)
T
Das effektive Potenzial .z eines mit der Winkelgeschwindigkei rotierenden Doppel-
sterns wird im mitrotierenden Bezugssystem durch die Poisson-Gleichung

AUz = —47Gp + 202 (8.4)

bestimmt. Eine umfassende Darstellung der theoretiscbeuarigsarize fir dieses Pro-

blem findet man bei Kopal (1959) und in deutlichirker Form bei Claret & Gimenez
(2001). Rar die hier angestrebte Betrachtung ist die exakisung von Gl. (8.4) aller-
dings nicht notwendig. Als Bherung wird stattdessen die Superposition eines einfachen
Massenpunkt- und eines Einzelsternmodells verwendet. Das effektive Potenzial setzt sich



8.1. NAHERUNG FUR DIE GEZEITENWIRKUNG 69

26
22

18

(1+a)™ [Ro]

N~ O O NN O0WOWO

©(Ma/Mg) ™'

a

T [d]

ABBILDUNG 8.2: Sternabstand in einem zirkularisierten Doppelsternsystem mit der Umlauf-
sperioderl’. In der doppelt-logarithmischen Darstellung sind Kurvénverschiedene Werte van

und M, zu der durchgezogenen Linie parallel verschoben. Als Beispiel gibt die gestrichelte Linie
den Verlauf tir ein System mif\/, = 1 undq = 1 wieder.

aus den Gravitationspotenzialen des Haupt- und Begleitsierbzw. ¥, und dem Ro-
tationspotenzial .., zusammen:

T M
U, = /G (2T>dr (8.5)
0 T
M.q M.q > rNJ
w0 = ~Opg =07, ;(a) ) (cos ) (8.6)
Ve = 5 2% T’ (87)

Dabei istM (r) die innerhalb einer Kugel mit dem Raditgnthaltene Masse des Haupt-
sterns mitV/ (R.) = M.. Der explizite Verlauf dieser Schichtung wird einem berechneten
Einzelsternmodell entnommen, der Begleitstern hingegen als Punktmasse angesehen. Die
Legendre-Polynomé; in Gl. (8.6) sind Funktionen des Winkels der durch die Bezie-
hung

cosy = (e, -e,) = cospcos \ (8.8)

mit Hilfe des Azimutwinkelsy (mit Nullpunkt in der Richtung zum Begleitstern) und
der Breite\ (Winkelabstand von defquatorebene) definiert wird. Dabei sirg und
e, normierte Richtungsvektoren vom Sternmittelpunkt zum Aufpunks, \) bzw. zum
Begleitstern. Im Rotationspotenzial (8.7) tritt der Ortsvekiqr beziglich des Massen-
schwerpunkts des Systems auf. Aufgrund der Bezielrupg= r, + r kann es mit Hilfe
der Gl. (8.1) und dem 3. Keplerschen Gesetz in folgende Form gebracht werden:

1 M,
Vit = _5’9 X I"Q + G_q <r> Pl(COS’Y> + const. (89)
a

a
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ABBILDUNG 8.3: Struktur der Potenzi@hderung aufgrund der RotatioA ¥ = V., links), des
Begleitsterns AV = ¥, mit ¢ = 1, Mitte) und der Summe beider Teilpotenzial®¥ = Uy;q4,,
rechtg.

Der zweite Term dieser Gleichung ist bis auf das Vorzeichen identisch mitjdem
1-Term des Gravitationspotenzials (8.6) des Begleitsterns. Bei der Summenbildung der
Teilpotenziale (8.5) — (8.7) heben sich diese beiden Terme weg und malh férhdas
effektive Potenzial die Form

qjeﬂ - \1/*(7") + \Ijtide(r7 ¢7 /\) (810)
G M, 5 3
= U, —¢€ o [(1—{—561) COSQ)\—Q+§QCOSZ>\COSQ¢ —I—O(e4) .

Diese Gleichung entspricht einer Taylorentwicklung des effektiven Potenzials nach dem
Abstandsveréltnis
€= —, (8.11)

a
bei der nur der erste nicht-verschwindende Termbericksichtigt wird. Terme der Ord-
nunge* und oher werden hingegen vernaabsigt.

Gegenstand der Untersuchung sind Doppelsternsystem@mit 1 My, g ~ 1,7 ~
1...10d und, dem Keplergesetz (8.2) zufolge, Aostiena ~ 5...25R. Da sich alle
weiteren Untersuchungen auf Punkte innerhalb des Hauptsterns fnRi;) beziehen,
gilt

& = (2)3 ~1072...1075. (8.12)

Dementsprechend ist die vom Begleitstern und der Rotation bewirkte Poterdealing
Ui;q0 NUr eine kleine Sirung des Einzelsternpotenzials. In Abb. 8.3 ist die Struktur
der Teilpotenziale und ihrer Summe wiedergegeben.

Die aus den Teilpotenzialen (8.5) — (8.7) resultierende effektive Gravitationsbeschleu-
nigungg.s setzt sich zusammen aus der Eigengravitagiom) des Hauptsterns und der
Gezeitenkrafig;q.(7, ¢, A). Ebenso wie bei der 8tung des Potenzials (8.10) wird auch
hier nur der fihrende:3-Term beficksichtigt:

et (r, 0, A) = —g. [e, — o€’ (€, + 3q (e, - €,) €, — (1 + q) (e, - €q) €q)] (8.13)

Aufgrund der Gezeitenkraft hat die effektive Gravitation nicht nur eine Komponente in
spharisch-radialer Richtung,, sondern auch Betige entlang der Breiten- undihgen-
richtungene, bzw.e,.
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ABBILDUNG 8.4: Relative Massenverteilung = M, /M (r) in 1 Mg-Sterne unterschiedlicher
Entwicklungsstadien. Die Nummern beziehen sich auf Sternmodelle in Tab. 4.2, ‘ref’ bezeichnet
das Modell der heutigen Sonne. Die Abszisse gibt den Absided dem unteren Rand,; der
Overshoot-Region und die Pfeile ihre Dickg an.

Die Funktion
o(r) = M, >1
- M(r) T
beschreibt das Veditnis zwischen der Gesamtmastg des Hauptsterns und der in-
nerhalb einer Kugel mit Radius enthaltenen Massé/(r). Abbildung 8.4 gibt einen
Uberblickiber den Verlauf vom im Bereich der Overshoot-Regioiirfl M. -Sterne un-
terschiedlicher Entwicklungsstadien. Die Kurve ‘ref’ bezieht sich auf das Modell der heu-
tigen Sonne,ir sie gilto ~ 1. In spateren Entwicklungsstadien, in denen der Stern sich
zu einem (Unter-)Riesen mit einer sehr ausgedehdui@eren Konvektionszone audht,
liegt ein nicht zu vernacBksigender Teil der Masse oberhalb der Overshoot-Region, wes-
halb der Faktor > 1 beispielsweise bei RS CVn-Systemenilmsichtigt werden muss.

(8.14)

In Hinblick auf die in Abschn. 9.2 folgende Stahitisanalyse werden die Komponen-
ten vong.q in Zylinderkoordinaten (Abstané& von der Rotationsachse des Hauptsterns,
Azimut ¢, Abstandz von derAquatorebene) explizit angegeben:

—(geﬁ - er) = — (1 — o (1 + gq)> cos \ + eSng cosAcos2¢  (8.15)
s

(8er - ©9) = —6320'(] cos Asin 2¢ (8.16)
s

(geff : ez) - — (1 + €3O'Q) sin A\ (817)
Gx

Anhand der GIn. (8.13) — (8.17) und (8.1@skt sich zusammenfassend sagen, dass die
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durch den Begleitstern hervorgerufenen Gezeiten in der hier verwendatemdhg nied-
rigster Ordnung eine-periodische Variation der Gravitatigns und des Potenzialg g

in azimutaler Richtung verursachen. Im Vergleich zu einemaspbh-symmetrischen
Einzelstern ist die relative Abweichung von derd®enordnung (e3) < 10~2. Wichti-

ger als diese kleinquantitativeAnderung ist jedoch dequalitativeUnterschied, dass im
Doppelsternproblem weder Kugel- noch Zylindersymmetrie besteht. Diese Brechung der
Symmetrie spiegelt sich im Stabdis- und Ausbruchsverhalten magnetischer Falssn
wieder: Aufgrund der dominierendenPeriodizitit des Gezeiteneinflusses in azimutaler
Richtungahnelt sich ihr Verhalten auf der dem Begleiter zugewandten bzw. abgewandten
Hemisplare des Hauptsterns.

8.1.2 Deformation des Sternkrpers

Wie frihere Untersuchungen im Fall der Sonne zeigen, kann die differentielle Rota-
tion vernachhssigt werden, da sie i.Allg. keinen groRen Einfluss auf die Ausbruchs-
charakteristiken magnetischer Flussren hat. Zudem ist sie aufgrund der Gezeiten-
Synchronisation in engen Doppelsternen deutlich geringer als in der Sonne. Gleichfalls
wird von meridionalen Stimungen abgesehen, da die in dem Synchronisationsmodell
von Tassoul & Tassoul (1992) postulierten, starken meridionalé@ntsingen nach der
Synchronisation verschwinden und auch die deutlich kleineren Geschwindigkeiten der
Eddington-Sweet-Zirkulationen keine wesentliche Rolle spielen. In diesem Sinne wird
im vorliegenden Modell von einestarren Rotationdes Hauptsterns ausgegangen, des-
sen Struktur lediglich durch die Gezeitenwirkung des Begleitsterns margiriadest

wird. Da diese Deformation sehr klein ist, wird angenommen, dass sich die grundlegende
Physik des hydrostatischen Sternaufbaus gégeneinem nicht-rotierenden Einzelstern
nicht nachhaltigandert, die Schichtung also immer noch allein eine Funktion des (effek-
tiven) Potenzialsl.¢ und eine Gol3e f (z.B. die Dichtep oder der Druckp) auf einer
Aquipotenzialfiche konstant ist:

f=f(Wer) (8.18)
Der Wert vonf am Ort(r, ¢, ) wird mittels einer linearen Bherung aus der Schichtung

eines Einzelsterns und der Potenaialerung¥;,. bestimmt. Mit Hilfe der Gl. (8.10)
erhalt man die Niherung

f(?“, o, )‘) - f(qjeff) - f(\lj* + \Ijtide)

df 7 Wiiger
R v, —| Y4ige = f(W) 1+ —
F0)+ | W = 100 (1+ -Gt
T r
= 1+7r—+7r— 2 A
f(r)( +7“Hf—|—7"chos ¢) , (8.19)
mit den dimensionslosen breitendnigigen Faktoren
T = 63% {(1 + gq) cos? \ — q} und T = e3§aq cos? \ | (8.20)

und der Skalenbhe der Gol3e f

(8.21)
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Dabei wurde in GI. (8.19) der Zusammenhahy, = —g.dr = —drGM (r)/r* verwen-
det. Die GblRenf(r) und H(r) werden dem Einzelsternmodell entnommen.

Aus Gl. (8.10) erAlt man mit¥.4 = const. undr = ry + or die geometrische
Deformation des Steriikpers:

or ~ ‘Ijtide
To \If*

=T+ 7cos2¢ (8.22)

Eine Aquipotenzialfiche wird demnach durch den Ausdruck
ry (P, A) = ro (1 + 7 + 7 cos 2¢) (8.23)

beschrieben. In ersterdierung ergibt sich ein entlang der VerbindungslivigV/ ., ge-
strecktes Ellipsoid, das afquator etwas diRer und an den Polen etwas kleiner als die
ungesbrte Kugel ist. far die Halbachsen des Ellipsoidége,, d.e, unddse. gelten die
Beziehungen

d =~ 7 <1+63%(1+3q)), (8.24)
dy ~ 7 (1+e3%) (8.25)
g
und dz3 =~ 1 (1—63§(]>, (826)

wobei im kartesischen Koordinatensystem die Rotation um die z-Achsefolgt und
der Begleitstern in der Richtung, liegt. Im Fall eines mit der Period€& rotierenden
EinzelsternohneBegleiter f = 0 unde® = €3(T)] geben diese Gleichungen die axial-
symmetrische Rotationsabplattung des Sternsimit d, > ds wieder.

8.1.3 Qualitat der Naherung

Aus Gl. (8.19) ist ersichtlich, dass dinderung einer GiRRe f (mit f € [p, p,...]) auf-
grund des Doppelsterncharakters von ihrer Skalaeh{; abtangt. Gleichung (8.19)
kann mit Hilfe der Gl. (8.22) umgeformt werden,

or

f(r @A) = f(r) (1 + E) . (8.27)

Diese Approximation ist nur in einem Radiusintervalt: H, zulassig, in dem sich die
GrolRef naherungsweise linea@ndert. Als Grenzkriterium dient das @3enverhltnis

H(Zn S1omit Hyy = min{H}. (8.28)
Bei einer Verletzung dieser Bedingung, z.B. aufgrund eirdmketen Deformation in ei-
nem engeren Doppelsternsystem oder einer kleineren Skddenist die Ntherung (8.19)
unzuBssig.

In Hinblick auf die Stabiliaitsanalyse ist die Situation in der Overshoot-Region von
besonderer Bedeutung. In ihr nimmt die Superadiabatizic V — V.4 innerhalb einer
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Systemparameter

Hauptstern M, =1Mg, R, =1Rg
Overshoot-Region 7,5, = 5.02-10%cm, dos = 10 cm

Massenveraltnis

=1
der Komponenten a
Rotation T = 2d, ) =3.64-107°Hz
Kepler-Abstand a =841 R, vgl. Gl. (8.2)

TABELLE 8.1: Charakteristische Parameter des Referenz-Doppelsternsystems

dinnen Schicht stark ab. Bei dem im folgenden Abschnitt 8.2 beschriebenen Referenzfall
ist H; ~ 4400km und (amAquator) dr ~ 330km; daraus folgtyr/H; ~ 8 - 102
Wahrend des Aufstiegs einer Flugkre in der Konvektionszoneaghstjr zwar etwas an,

aber im Gegenzug ist die Skaldiite H; dort wesentlich gi3er. Die Bedingung (8.28)

ist somit sehr gut eilt.

8.2 Referenzsystem

Zur Diskussion und Darstellung der Ergebnisse wird ein Referenzsystem verwendet, das
aus zweil M -Sternen besteht, die sich mit einer Umlaufsperiodedagen in einem
Abstand von etwa.4 R, auf Kreisbahnen um den gemeinsamen Massenschwerpunkt be-
wegen. Dabei steht die Untersuchung des grundlegenden Einflusses des Begleitsterns auf
die Entwicklung und den Ausbruch magnetischer Floilssen im Vordergrund, und nicht

die Reproduktion beobachteter Obacthenstrukturen eines konkreten Doppelsterns. Aus
diesem Grund wirdifr den Aufbau des Hauptsterns von einem Modell der ‘heutigen’ Son-

ne ausgegangen, das bereits umfassend untersucht wurde und gute Vergigiichsei-

ten bietet. Der untere Rand der Overshoot-Region liegt hierRei= 0.721 R, ihre

Dicke betagtd,s ~ 10000 km.

Vom Standpunkt der magnetischen Aktatitvon Doppelsternen aus gesehen ent-
spricht diese Wahl des Referenzsystem — mit einem Hauptreihenstern als aktiver Kom-
ponente — mehr einem BY Dra- statt einem RS CVn-System. Allerdings geht man davon
aus, dass auch die Untergruppe der kurz-periodischen RS CVn’s mit Rotationsperioden
T < 1d aus Hauptreihensternen bestehen.



Kapitel 9

Gleichgewicht und Stabilitat
magnetischer Flussbhren in engen
Doppelsternsystemen

9.1 Statiomares Gleichgewicht

In Anlehnung an das Einzelsternproblem (Abschn. 2.2) werden die Eigenschaften von
auftriebsneutralen Flugsinren im statioaren mechanischen Gleichgewicht innerhalb der
Overshoot-Region untersucht. Aufgrund der Auftriebsneuéttaist die Bewegungsglei-
chung unabéingig von der effektiven Gravitatiog.;. Wie in Abschn. 2.2 beschrieben,
mussen Flusshren in diesem Fall senkrecht zur Rotationsachse in einer Ebene paral-
lel zum Aquator des Sterns bzw. zur Orbitalebene des Systems liegen. Auch in einem
Doppelstern haben sie die Form eines ToruskmitstanteiKrimmung:

1
k=g = const. (9.1)

Dabei bezeichnek den Kiummungsradius. Die Gleichgewichtsbeziehung zwischen der
relativen Stomungsgeschwindigkeitentlang der Flusshre, der Dichte und dem Ma-
gnetfeldB ist fastidentisch mit der Bedingung (2.38). Im Unterschied zum Einzelstern-
problem ist die Dichte nun jedoch entlang der Flogse nicht konstant. In dem leicht
deformierten Stern weicht die Form d&quipotenzialfachen, d.h. der Bthen, auf de-
nen eine GilRe der Sternschichtung konstant ist, von deasgbhen Form ab (vgl. Ab-
schn. 8.1). Aus diesem Grund schneidet bzwilbgreine ringbrmige Flussbhre ver-
schiedené\quipotenzialfichen, wodurch es zu einer periodischen Variation der Dichte
p(= p.) mit dem Azimutwinkel¢p entlang des Ringes kommt (Abb. 9.1). Mit Hilfe der
Naherung (8.19)ifr die Dichtep am Ort(r, ¢, \),

P r r

— =147 + 7 cos 2¢ , 9.2
Po Hp,e Hp,e ¢ ( )
erhalt man fir die relative Variation des Magnetfelds und deib8tungsgeschwindigkeit
die Ausdiicke L
B —
5 () 3
0 (i) — M2, \Po

PO

75
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ringformige
Flus/srohre
‘ ABBILDUNG 9.1: Toroidale

Flussbhre im statioaren mecha-
nischen Gleichgewicht in einem
Doppelstern. Aufgrund der (hier
stark Ubertriebenen) Deformation
des Sterns liegen einzelne Segmente
des Flussrings auf verschiedenen
Aquipotenzialfachen; die Umge-
. bungsbedingungen an den Punkten
deformierte V1,2 entsprechen denen einer tiefer
Overshoot-Regior im Sterninnern liegenden Schicht als
die der Quadraturpunki@ ».

Beglditstern

und
(9.4)

Dabei sindvy, By, pp und M, , die Werte einer vergleichbaren Flugkre in einem Ein-
zelstern, die durch die Gleichgewichtsbedingung (2.38) und die Beziehung (2.39) mitein-
ander verkipft sind.

Fur die Struktur einer Flusshre im mechanischen Gleichgewicht ergibt sich somit
folgendes Bild: Bei den Punktén », d.h. in der Nihe der Verbindungslinie, ist die Dichte
etwas golRer als an den Quadraturpunktgn., da diese Teile in eine Umgebung einge-
bettet sind, die einer etwas tiefer liegenden Schicht im Stern entspricht (vgl. Abb. 9.1).
Entsprechend der Beziehungen (9.3) ist das Magnetfeld hier kleiner und debRhessr
guerschnitt entsprechendaffer als an den Quadraturpunkten. Aufgrund des konstanten
Massenfluss entlang detdRre ist die interne Smungsgeschwindigkeit béf » mini-
mal.

Die statioraren Bewegungsgleichungen werden bei diesem mechanischen Gleichge-
wicht korrekt ertillt. Die Erhaltung der Energiaihrt dabei aber zu Bedingungen, die un-
ter adiabatischen Vedfinissen, wie sielir die Flussbhrenspeicherung aufgrund der lan-
gen thermischen Austauschzeiten angenommen werdesen, nicht ganz realistisch er-
scheinen. Durch die Auftriebsneutralitist die Variation des Magnetfelds (9.3) als Funk-
tion der Dichte gegeben.

Mit dem lateralen Druckgleichgewicht (2.26) existiert aber eine weitere Beziehung
zwischen Magnetfeld und internem GasdrudRie Kombination dieser beiden Bezie-
hungen zeigt, dass das Gas im Inneren der Fdlisenicht isentropist und die Entropie
S sich mit dem Azimutwinkeb periodischandert:

06~ 7 d¢ B

1Der externe Gasdruck wird durch die Gleichgewichtslage der toroidalen &tusdvestimmit.

oS dlnp. 1 1 2M,2
Vel 22 00)] s
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Der Term in eckigen Klammern istif die hier relevanten Parameterbereiche von der
GrofRenordnungt 1. Mit der Naherung (8.19)iir die Variation des externen Drucks folgt
3

105 ldpe & r (9.6)
¢p 09 G do G Hpe
Fur das Skalenveditnis gilt zwarr/H, . ~ 9, aber da die Stabiltsanalyse bei Werten
B ~ 10°...10° > 1 durchgetihrt wird, ist die relative Entropievariation entlang der
Flussbhre um einige Gifdenordnungen Kkleiner als dieferme loherer Ordnung, die bei
den Naherungen (8.10), (8.13) und (8.19) vernaskigt wurden. Aufgrund der internen
Stromungv muss sich die Entropie eines Gaselements inahgiigkeit von der momen-
tanen Orientierung zum Begleitstern mit der Zeit periodigndern. Ein physikalischer
Mechanismus, der diese Entroprelerung bewirkendante ist aber nicht bekannt. An-
dererseits ist die charakteristische Zeitskala, auf der sich diesAnderung abspielen
musste, von der Ordnung

17TR T 1 T/ 1
Atg~w —2" == == ~1) . 7
5= T 1R S(MO? ) ®.7)

In schnell rotierenden Doppelsternen mit < 1 bzw. fur M, < 1 ist diese Zeitskala
deutlich Bnger als digiblichen Anwachszeiten der Parker-Instahtlivon einigen hun-
dert Tagen. Die Entropievariation ist damiirfdie relevanten Konfigurationen praktisch
unerheblich. Die Situation wird zatzlich dadurch deutlich vereinfacht, dass die Stattilit
wesentlich sirker von der externen Schichtung abit als vom internen Dichteverlauf.
Untersuchungen magnetischer Flagsen in Einzelsternen (Spruit & van Ballegooijen
1982, Ferriz-Mas & Salssler 1993, 1995) zeigen, dass die Statiilin Wesentlichen
durch die Superadiabatiaité in der Overshoot-Region bestimmt wird. Aufgrund der im
Vergleich zur Dichteskaleriine H ,, die in GI. (9.2) auftritt, viel kleineren Skaletthe H;,
wird die ¢-Variation im Doppelstern durch die Winkeladgigkeit vonjy dominiert. Die-
ser Punkt wird durch den Vergleich der beideroGeny undd in Abb. 9.2 verdeutlicht.
Der Einfluss des Begleitsterns auf die Stahilider Flussshre wird fast ausschlief3lich
durch die Variation der Superadiabatiit

or

5(6) = 8(r) <1+ E) , (9.8)

vermittelt, sodass die interne Dichte- und die dadurch entstehende Entropievariationen
entlang der Flusshre vernacldssigbar sind.

9.1.1 Referenzgleichgewicht

Die Ausgangslage einer magnetischen Floisss im statioaren Gleichgewicht sei im
Referenzfall die Mitte der Overshoot-Region des Hauptsterns des in Abschn. 8.2 be-
schriebenen Doppelsternsystenis, die in Tab. 9.1 einige charakteristischedGen der
Sternschichtung zusammengefasst sind azalieh werden einige Parameter angegeben,

die sich aus der analytischen Beschreibung des Doppelsterncharakters in Abschn. 8.1.2
ergeben. Der magnetische Fluss (2.27) ergibt sich aus dem Durchmesséhdasgrer-
schnittsd, fur den hier2000 km angenommen wird, und der Magnetfelatée B, deren

Wert entsprechend den Ergebnissen der Statshnalyse geshlt wird.
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ABBILDUNG 9.2: Vergleich zwischen der Variation der Dichteind der Superadiabatiaitd fur
Doppelsternsysteme mit/, = 1 M undq = 1 bei verschiedenen Rotationsperioden. Aufgrund
der wesentlich kleineren Skaleiie H; ist die resultierende Variation der Superadiabattaieut-
lich groRer als die der Dichte; im hier dargestellten Referenzfall (Abschn. 9.1.A),ist 21 H;.

Sternschichtungs- und Deformationsparameter
Tiefe ro = 5.07-10%cm = 0.73 R,

ex. Gasdruck  pe = 4.31 - 10" dyn/cm?, H,.=5.52-10cm
ex. Dichte peo = 0.15¢g/cm?, H,.=9.21-10°cm
Superadiabatizitt §=—-9.77-1077, Hs =4.43-108% cm
Abstandsveraltnis e =6.53-1071 vgl. Gl. (8.11)
Massenkorrektur o ~1 vgl. Gl. (8.14)

Deformation am F=28.16-10"*

" I. Gl. (8.20
Aquator (A = 0) F=4.90-10"% Ve (8.20)

TABELLE 9.1: Charakteristische G8en am Ort des Referenz-Gleichgewichts
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9.2 Lineare Stabilitatsanalyse

Gegenstand der folgenden StaBilganalyse ist eine auftriebsneutrale toroidale
Flussbhre im statioaren K@ftegleichgewicht innerhalb der Overshoot-Region eines
Doppelsterns. Es handelt sich dabei um eine Erweiterung der Arbeiten von Ferriz-Mas
& Schussler (1993, 1995), in denen das analoge Einzelsternproblem behandelt wird. Die
Erweiterung auf Doppelsterne lieksichtigt die durch den Begleitstern hervorgerufene
Deformation des Hauptsterns sowie die periodiséhderung der Gezeitenkraft entlang

des Flussrings (Holzwarth & Sdbksler 2000).

9.2.1 Mathematische Formulierung

Der Vektor £(¢,t) = (&, &, &)T beschreibe die Auslenkung eine$iRenelements
aus der toroidalen Gleichgewichtslage der Flokez im Koordinatensystem des lokalen
Dreibeins (2.17); in Zylinderkoordinaten giliif einen parallel zunf\quator liegenden
Flussring

to = €, , Ng= —eg und bg=e,. (9.9)

Die Zeitablangigkeit der Auslenkung wird mit dem Exponential-Ansatz

(9, t) ~ exp(iwt) (9.10)

absepariert, wobei die (komplexe) Eigenfrequenz ist. Deren Realtlo) beschreibt

die oszillatorische Zeitaldmgigkeit der bsung und der Imagarteil die Anwachsra-

te: AIr S(w) = 0 ist die Sbrung stabil, fir I(w) > 0 zeitlich abklingend undifr

$(w) < 0 anwachsend. Die charakteristische Zeitskala einer anwachsenden bzw. ab-
klingenden Sirung istr = 1/|3(w)|. Fur die numerische Behandlung erweist es sich als
vorteilhatft, die Eigenfrequenz mit der konstanten Rotationsfrequenzles Sterns (bzw.
Doppelsternsystems) zu normieren: y

o= q (9.112)

Damit erfalt man die linearisierten Bewegungsgleichungen eines Flussrings bei adiabati-
schen Sirungen in ihrer Lagrangeschen Form:

&'+ (My +idoMg) & + (Mg +ioM; — 0 My) € =0 (9.12)

Striche’ bezeichnen die Ortsableitung nach dem AzimutwinkeDie von¢ abhangigen
Koeffizientenmatrizen\, die im Anhang A explizit angegeben sind, enthalten einen
periodischen Anteil, der mittels der allgemeinen Schreibweise

M(9) = My + € M, cos 2¢ + € M sin 2¢ = M(¢p + 7) (9.13)

in einen symmetrischen und unsymmetrischen Beitragidjezh der Verbindungslinie

M, M., aufgespalten wird. Die Koeffizientmatrizew(, , erralt man durch Substitution

aller Gleichgewichtsgif3en mit den [dherungen (8.19) bzw. (8.15) — (8.17) und anschlie-
Render Zusammenfassung gleichartiger Terme; der Sinusterm entsteht durch die azimuta-
le Komponentey,, der Gezeitenkraft [vgl. Gl. (8.16)].
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Wegen der Geschlossenheit der Flokse muss eine Eigenfunktion des Problems die
Bedingungen

f(o+2m)=¢&(¢) und  (p+2m) =E'(9) (9.14)
erfullen. Fir den ortsabéingigen Teil der Eigenfunktion wird deshalb der Ansatz
£(¢) = E(p)e™? = ( > éke““‘i’> eim? (9.15)
k=—0c0

verwendet; in Analogie zum Einzelsternproblem wird ein Phasenfaktor mit der azimuta-
len Wellenzahin abgespalten. Die Amplitudenfunktigti¢) ist aufgrund der Bedingun-

gen (9.14) einer-periodische Funktion. Die Amplitudef), der Partialwellen ergeben
sich fur festesn aus den 3-Term-Rekursionsgleichungen

Loniiiz + Crpkli + Ronikrre =0 vk (9.16)

bzw. aus dem zweiseitig-unendlichen Hillschen Gleichungssystem

0 Ly Ch2 Rp—o 0 522

0o £, C. R, 0 & | =o0. (9.17)
0 £m+2 Cm+2 7?ferQ 0 ég
Hillmatrix

Fur eine audihrliche Herleitung dieser Gleichungen wird z.B. auf Morse & Feshbach
(1953) oder Abramowitz & Stegun (1972) verwiesen. Die Matrizemund R (siehe
Anhang A) haben ihren Ursprung in der periodischen Variation des Gleichgewichts. Im
Einzelsternproblem verschwinden diese Matrizen und das Problem reduziert sich auf die
Losung der homogenen Gleichungssystefhe, = 0, Vm. Im Doppelsternproblem exi-
stiert hingegen eine Kopplung zwischen einem Wellenmadusd den ‘benachbarten’
Wellenmodim + 2, die durch die beiden Nebendiagoreatidler der Hillschen Matrix ver-
mittelt wird und die Ablangigkeit der Stabil&t vom Azimut¢ bewirkt. Ein Eigenmodus
besteht demzufolge aus einem Spektrum von Partialwellen mit den jeweiligen Amplitu-
dené,(k — +oc), weshalb es im Grundeicht zukssig ist, von einem Eigenmodus der
Wellenzahin zu sprechen. Da die Matrizeéhund R im Vergleich zuC aber relativ klein

sind, ist die Kopplung zwischen den benachbarten Partialwellen nur gering. Der Eigenmo-
dus wird deshalb durch die Welfg dominiert und kann in diesem Sinne auch weiterhin
durch die dazugdirige Wellenzahin klassifiziert werden.

Um einen ersten Anhaltspunkt hiegich der resultierenden Struktur der Eigenfunk-
tionen zu erhalten, werdefirf die folgende Betrachtung Partialwellen rikt > 2 ver-
nachhssigt; aufgrund der geringen Kopplung ist diesghdlrung zwdssig. Die Kompo-
nenten¢, mitx € [t,n, b] haben nach dem Ansatz (9.15) die Form

&(0,1) = [&xl0)| exp |i (arg&xlo) +mo +wt) | . (9.18)

2Die Determinante vog,,, ist identisch mit der Dispersionsgleichung (2.43) die Wellenzahin.
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Dabei ist

&(9)] =

v+ Exo€™ + £ g0 20 4 ‘

€xa éx,—2’ cos (29 — a_s) . (9.19)

12

1+

cos (2¢ + ag) +

Terme der Ordnung‘p(|§X +2|%) und her wurden im letzten Schritt dieser Gleichung
vernachzhs&gt weil die Eigenfunktion durch d@ o-Welle dominiert wird, d.h. es ist
Exﬁ < gxo := 1. Die Argumentea., := arggxﬁ der Amplituden bewirken eine
Phasenverschiebung benachbarter Partialwellen relativ zur dominierenden Welle mit der
Wellenzahlm. Gleichung (9.19) beschreibt die resultierende Ortaagigkeit der Enve-
loppe |¢x(¢)|, d.h. der einkllenden Kurve der Auslenkung. Im vorliegenden Fall ist sie
im Gegensatz zum Einzelsternproblemsht konstant, sondern in erstefaNerung eine
m-periodische Funktion des Azimuts Die Wechselwirkung zwischen den beteiligten
Partialwellen @ihrt fur o, # 0 zu einer Phasenverschiebung der Extrema relativ zur Ori-
entierung der Verbindungslini&/, M ... Die Lage¢.,; der Extrema ergibt sich aus den
Nullstellen der Ortsableitung von Gl. (9.19):

|§x 2| sin_g — \§X2| sin v

|§X,_2| CoS (v_g + |§X,2| COS (g

tan 20 = (9.20)

Diese Naherung ist nur iltig fUrfx,ﬂ < fx,o.

Von besonderem Interesse ist die Auslenkung der Fdhssrin splrisch-radialer
Richtung¢,.. Wir gehen von der naheliegenden Annahme aus, dass die Wahrscheinlichkeit
der Bildung einer instabilen Flusgirenschleife von dieser Komponente der Auslenkung
abhangt: Je weiter ein Teil der Flugdrre in Richtung der Konvektionszone verschoben
wird, desto instabiler ist die Schichtung in dessen neuen Umgebung und desto wahr-
scheinlicher ist sein weiterer Aufstieg zur Obacthe aufgrund des magnetischen Auf-
triebs. In diesem Sinne dient die Enveloppg(¢)| als MaR fir die Wahrscheinlichkeit
der Bildung einer aufsteigenden Fludisrenschleife und gibt Hinweise auf die Existenz
und Orientierung von Vorzugghgen am unteren Rand der Konvektionszone.

Der Phasenfaktor in Gl. (9.18) eidth die Zeitablngigkeit der Sirung und @ihrt fur
R(w) # 0 zu einer umlaufenden Welle. Neben der Maximalauslenkung ist auch deren
Ausbreitungsgeschwindigkeit ortsabigig: Aus dem Phasenfaktor in Gl. (9.18) ergibt
sich fur die Phasengeschwindigkeit

R 1d -
Up = — 77(:/2) (1 + s arg fx(ng)) : (9.21)
’Up70

Sie langt von der Winkelakdmgigkeit des Argumentsrg éx(gb) der Amplitude ab; im
Einzelsternproblem ist dieser Faktor konstant und esugilt= v, . In Abb. 9.3 ist in

einem Polardiagramm die Struktur eines instabilen Eigenmodus schematisch dargestellt.
Die Pfeile an deaufReren und inneren Enveloppe deuten das exponentielle Anwachsen
des Betrags der Auslenkung der instabiten= 1-Storung mit der charakteristischen
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ABBILDUNG 9.3: Polardiagramm ei-
nesinstabilenEigenmodus. Graue Li-
nien zeigen die Flus8hre im sta-
tionaren Gleichgewicht (gestrichelt)
bzw. bei einer Momentaufnahme der
umlaufenden Welle (durchgezogen).
Zu jeder Zeit beinhrt sie dieaulRere
und innere Enveloppe (schwarz), de-
ren Betrag|¢,(¢)| mit der Anwachs-
zeit 7 exponentiell andchst. Die En-
veloppe zeigt einenr-periodischen
Verlauf, ihre Extrema sind zur Rich-
tung des Begleitsterns (zentraler Pfeil)
phasenverschoben.

AN ko

Zeitskalar = 1/|S(w)| an. Zu beachten ist die Winkeladhgigkeit der Enveloppe und
die Phasenverschiebung ihrer Maximaigich der Richtung zum Begleitstern.

Das Stabiliitsproblem von Flussringen in Doppelsternen wird mit Hilfe der Theorien
von Hill® und Floquet sowohl numerisch als auch — im folgenden, einfachen Sonderfall —
analytisch behandelt.iff eine detailliertere Diskussion der mathematischen Grundlagen
wird auf die Literatur verwiesen (z.B. Collatz 1970, Yakubovich & Starzhinskii 1975,
Walter 1996).

9.3 Flussihren in der Aquatorebene

Bei magnetischen Flussringen in deguatorebene ist die Binormalenkomponegijei-
ner Sbrung von der Tangential- und Hauptnormalenkomponente entkoppelt, d.h. Auslen-
kungen senkrecht zukquatorebene sind unabhgig von Auslenkungen innerhalb die-
ser Ebene. Die Eigenmodj,(¢,t) sind in diesem Sonderfall alle stabil und habén f
die Entwicklung ausbrechender Fludisren keine Bedeutung. Dennoch ist eine separa-
te Behandlung dieses eindimensionalen Problems von Interessé;, dasken bsung
analytische Mherungen angegeben werddgmiken, die einen Einblick in die charak-
teristischen Stabilittseigenschaften von Flugren auch auRerhalb dAquatorebene
erlauben (Holzwarth & Sdlssler 2000).

Binormale Sbrungen in deAquatorebene werden als Sonderfall der Gl. (9.12) durch
die gedmpfte Matthieusche Differentialgleichung

b — i€y — &% (64 Ecos2¢) &, =0 (9.22)

3George William Hill, amerikanischer Mathematiker, 1838 — 1914
4Gaston Floquet, frarisischer Mathematiker, 1847 — 1920
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beschrieben. Dazu wurden die Abkungen

™

g 1 (Mag 1—fi) und = ——t sl (9.23)

4M,2 H, AM,2 H,

verwendet; es ist < ¢. Die Abhangigkeit von der Dichteskaletthe H, taucht aufgrund
des funktionalen Zusammenhangs

Ag [4Am /4
M,y = Yo _ @ 0 _ Voposlo AT p 2T o112 (9.24)
Ca,0 BOAO Po

auf, da wegen der Konstanz des magnetlschen Fldssesl — im statiodren Gleichge-
wicht — des Massenflussds, = pyvyA, in diesem Sonderfaj die einzige variierende
Gleichgewichtsgil3e ist. Die Eigenfunktioty, (¢) besteht aus einer Superposition unend-
lich vieler Partialwellen, deren Amplitudef;, durch das Gleichungssystem (9.16) bzw.
(9.17) bestimmt werden.if die dominierende Partialwelle= 0 eines Eigenmodus mit
der Wellenzahin hat die Rekursionsgleichung (9.16) die explizite Form

e+ fla* —mo+m*=0 mit f. = ° <5b—2 + SP"?) . (9.25)
26 \&ho o
Die Abhangigkeit vom Doppelsterncharaktex ¢) und die Kopplung an die benachbar-
ten Wellenmodi & ébﬂ) sind in dem Terny, zusammengefasst. Die Amplitudenvaith
nisset,, 1»/E,0 hangen ihrerseits rekursiv von den Partialwelfgn.,, &, <, . .. und der
Eigenfrequenz selbst ab, sodass das Problem nur durch ein Iterations- éderbngs-
verfahren geist werden kann.

9.3.1 Einzelsternproblem

Der Fall¢ = 0 entspricht der StabiBitsanalyse einer Fluggire in einem rotierenden
Einzelstern. Die Eigenfunktionen sind harmonische Wellgn, (= const. und &, =
0, VEk # 0) mit den Eigenfrequenzen

2Map

(-:-)(m,F,:I:) =m —
Man: A /1+TH_,,

Die Eigenfrequenzed,, - +y mit dem positiven Vorzeichen im Nennditfren zu retro-
graden Wellenbewegungen (entgegen der Rotationsrichtung des Sterns) und die mit ne-
gativem Vorzeichend,,  —)) entsprechend zu prograden. Die Eigenfrequendreter
Wellenmodi sind Vielfache der Basisfrequenzgn; -.).

Die Abplattung des rotierenden Steimgers (x 7) bewirkt eine kleine Frequenzver-
schiebung im Vergleich zu einem kugelsymmetrischen Sternmodell, da die Schichtung
am Gleichgewichtsort des Flussrings aufgrund der axialsymmetrischen Verformung for-
mal ve@ndert ist. |r die in Abschn. 9.1.1 beschriebene Referenz-Ftissrist dieser
Effekt von der Go3enordnung

A& O(1,54) — W
A0l | Sary ZCe <THL) ~4-107%. (9.27)

W | Rot W(1,0,%) p

(9.26)
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165 MS
B [C] B [C]

ABBILDUNG 9.4: Basisfrequenzen binormaler Eigenmgdi(links) und ihre relative Abwei-
chung aufgrund der Rotationsabplattumechty fiir einen Flussring in defAquatorebene eines
Einzelsterns. Prograde Wellenbeweguiigd, o —y (durchgezogene Linie) und retrograde Wel-
lenbewegungir &, o 1) (gestrichelte Linie).

Diese Abschtzung ist nur unter der Bedinguiid,, < 1 zulassig, welcheiir die hier re-
levanten Gleichgewichte sehr gutidif ist (Referenzfall:B ~ 10° G = M, ~ 1072).

Die rotationsbedingténderung der Umgebung des Flussrings entspricht einer sehr klei-
nen radialen Verschiebung seiner uisgylichen Gleichgewichtslage. Da aber die Aus-
gangslage einer Flugdire im Rahmen des Modells beliebig gevit werden kann, ist
dieser Effekt hier im Grunde uninteressant. Bei der folgenden analytischen Behandlung
werden diese Frequenzverschiebungen deswegen ignoriert und die Eigenfrequenzen

2Ma0

a0 9.28
Mg 1 (9.28)

W(m,0,4) =
verwendet. Deren Verlauf ist in Abb. 9.4 (links) als Funktion der Magnetf@tistdar-
gestellt, vahrend auf der rechten Seite zum Vergleich die durch die Abplattung bewirkte
relative Frequenzverschiebung (9.27) angegeben ist.

9.3.2 Doppelsternproblem

Im Doppelsternproblem muss in der Gl. (9.25) wege#a 0 die Kopplung an die benach-
barten Wellenmod'ébig bertcksichtigt und das vollandige Gleichungssystem (9.16)
gelost werden. Dazu bietet sich die Methode der Reihenbruchentwicklung an (Morse &
Feshbach 1953, Abramowitz & Stegun 1972), da dieser Formalismus aufgrund der ge-
ringen Kopplung bereits nach dem ersten Entwicklungsschritt abgebrochen werden kann
und man dadurch eine relativ einfache analytischbéiung eralt.

Um die Eigenmodi des Doppelsternproblems zu bestimmen, wird von den
Einzelstern-Frequenzen (9.28) ausgegangéntypische Werte vo, o+ (Abb. 9.4,
links) und kleine Wellenzahlem werden die bestigten Amplitudenveréltnisse durch

die Ausdiicke

¢ m?

n ~2
b2 W04)

~ . (9.29)
fb,o 8 -+ 4dm (2 — w(l,O,:I:))
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ABBILDUNG 9.5: Relative Frequenzabweichung aufgrund des Doppelsterncharakters der progra-
den (durchgezogene Linie) und retrograden Wellenbewegung (gestrichelte Linie) der Eigenmodi
m=1...3

und . ey
cm-w
Sz L0e) (9.30)
éb,o 8 - 4m (2 - w(l,O,i))
approximiert. Nach der Substitution in GI. (9.25) &ithman
. - m? (1 — &0+
Je= CQW(21,0,+)W(21,0 ( ( )) (9.31)

78— om2 (2— Gy

und die Eigenfrequenzen,,, -+, des Doppelsternproblefs-ur die Referenz-Fluséhre
gilt hier die Absclatzung

Aol @ur) —@aos) 0 [(fL)Q

“ |Bin W(1,0,£) H,

~2-107°. (9.32)

Die relativen Abweichungen der Eigenfrequenzen von denen des Einzelsternproblems
(9.28) sind @ir die Modim = 1...3 in Abb. 9.5 dargestellt. Die Frequedrzderungenc
f. o< &%) sind wesentlich kleiner als die zugrundeliegende Variation des Gleichgewichts
(x ¢) in Gl. (9.22) und liegen typischerweise deutlich unterhalb de&uaferts (9.32).
Der Eigenmodusn = 1 bildet dabei eine Ausnahme, auf deren Ursache weiter unten
genauer eingegangen wird.

Durch Einsetzen der Amplitudenvéiinisse (9.29) und (9.30) in die Ausgangsglei-
chungen (9.18) — (9.21) edtt man Naherungeniir die eintilllende Kurve|§b| der Eigen-
funktion und die Phasengeschwindigkeitder Welle. Beide Gif3en sind im Gegensatz

SFUr O, 7,+) Verwendet man in den GIn. (9.29) — (9.31) diedBedw(; o +) und fur &, 7 _ entspre-
chendw(; o).
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zum Einzelsternproblem Funktionen des Azimutwinkelém Weiteren gelte per Defini-
tion die Normierung

€po:=1. (9.33)

Alle Eigenmodi sind stabil. Das bedeutet, dass die Eigenfrequenzen,, und aufgrund

der GlIn. (9.29) und (9.30) auch die Amplitudég)ﬂ reelle Gbl3en sind. Daraus folgif
die Enveloppe der Eigenfunktion

‘fb((b)} ~ 1+ |ep| cos (2¢ + arg cp,) (9.34)
mit
~ 2 1-¢
o] = (5> m ““f’oiﬂ ' (9.35)
C 4 — m2 (2 — W(1,07i))
und

argc, =0 oder . (9.36)

In Abb. 9.6 sind die eintillenden Kurven der Eigenfunktioneiirfverschiedene Wel-
lenzahlen und Feldatken dargestellt, aufgrund defrPeriodizitit allerdings nuriir den
halben Flussihrenumfang. Die &heren Wellenmodin = 2 undm = 3 sind sich so-
wohl bei der prograden als auch bei der retrograden Welle qualitativ und quantitativ sehr
ahnlich: Die Enveloppe zeigt eine Variation im Promillebereich und die Maxima liegen
bei den Quadraturpunktep, », d.h.¢ = 7/2 und3x/2. Die Abhangigkeit vom Magnet-
feld ist gering. Eine Ausnahme bildet wieder der= 1-Modus, bei demé,| entlang
der Flussbhre um einige Prozent variiert und stark von der Magnetfatlet3 abhangt.
Zudem existiert zwischen den Maxima der prograden und retrograden Welle eine Phasen-
verschiebung: \Whrend bei der prograden Welle die Maxima bei den Quadraturpunkten
Q12 liegen, sind sie bei der retrograden Wellen bei den Punkienentlang der Ver-
bindungslinieM, M ... Im Gegensatz zu den Abweichungen der Eigenfrequenzen (9.32)
sind die Auswirkungen des Doppelsterncharakters hier deutli@Begrals die uichliche
Variation in der Ausgangsgleichung (9.22).

Mit Hilfe der berechneten Amplitudéb(gb) erhalt man mittels Gl. (9.21) den Ver-
lauf der Phasengeschwindigkejt als Funktion des Winkels (Abb. 9.7). Aufgrund der
Abhangigkeit vonarg[¢,(¢)] spiegelt die Variatiom\v, /v, der Phasengeschwindigkeit
die qualitativen und quantitativen Eigenschaften der Enveloppe widdrei¢ Modi zei-
gen ein einheitliches Verhaltenahrend defn = 1-Modus deutlich davon abweicht.

9.3.3 Diskussion

Der Sonderfall eines toroidalen Flussrings in Aeuatorebene eines Doppelsterns zeigt
einige Stabiliatseigenschaften, die audir Flussbhren auRerhalb démuatorebene cha-
rakteristisch sind.

Die Auswirkungen der Rotation und des Doppelsterncharakters auf die Eigenfrequen-
zen und -funktionen sind sehr unterschiedlich. Die axialsymmetrische Rotationsdeforma-
tion lasst die Struktur der Eigenfunktionen uréedert, wirkt sich aber relativ stark auf
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ABBILDUNG 9.6: Einhillende Kurver|£,,(¢)| der Eigenfunktionem: = 1... 3 fiir den retrogra-
den (inks) und prograden Modusechtg. Die Kurven entsprechen unterschiedlichen Féldsn
der Referenz-Flusghre:B = 10* G (durchgezogene Linie)0° G (gestrichelte Linie) und0® G
(strichpunktierte Linie).

Wim,0,+) W(m,0,-)

0.0 0.125 0.25 0.375 0.5 0.125 0.25 0.375 0.5

¢/ (2m) ¢/ (2m)

ABBILDUNG 9.7: Relative Abweichung\uv,, /v, der Phasengeschwindigkeit der Eigenmodi
m = 1...3. Darstellung, Anordnung und Feldsken wie in Abb. 9.6.
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die Eigenfrequenzen aus:

Aw

w

const. k=0

X k0 (9.37)

Rot

Im Gegensatz dazu hat die Aufhebung der Rotationssymmetrie durch die Existenz des
Begleitsterns einen relativ kleinen Einfluss auf die Eigenfrequenzen, aber einen sehr deut-
lichen auf die Struktur der Eigenfunktionen:

A
~2.107° <« 2¥
w

Ak

— und  Epy #0,Vk (9.38)

Bin Rot

Die Zahlenwerte geltenif den Referenzfall (Tab. 9.1 in Abschn. 9.1.1 und Tab. 8.1 in
Abschn. 8.2). Die Auswirkungen des Begleitsterns auf die Struktur der Eigenfunktion
sind offensichtlich: Die periodisch&nderung der Enveloppe und Phasengeschwindigkeit
spiegelt dieAnderung der Gleichgewichtsbedingungen der jeweiligéhrBnsegmente
entlang des Flussrings wider. Die sehr kleinen Frequenzverschiebungen im Doppelstern-
problem erkéren sich hingegen so, dass die Eigenfrequeenen charakteristischen Pa-
rameter degesamterilussbhre darstellt und in diesem Sinne einer Mittelurger alle
Flussbhrensegmente entspricht. Die Wirkung geriodischerGleichgewichtanderung

hebt sich dabei in der Summe weitgehend auf.

Gleichung (9.36) und die Kurvenvérfe in den Abbn. (9.6) und (9.7) veranschauli-
chen ein zustzliches charakteristisches StaBitgmerkmal von Flus8hren in Doppel-
sternen. Die Extrema der Envelop|§g(gb)| eines stabilen Eigenmodus liegen generell in
der Richtung entlang der Verbindungslinié, 1/ ., (bei den Punktery; o, vgl. Abb. 9.1)
und in der Richtung senkrecht dazu (bei den Quadraturpuiikten Die tatsichliche La-
ge der Maxima und Minima wird durch das Vorzeichen ¥pm Gl. (9.35) bestimmt, d.h.
letztlich durch die Amplitudenvegitnisse der Partialwellefhﬂ. Dariber hinausdsst
diese Gleichung auf eine weitere wichtige Eigenschaft schlieRen. Ein instabiler Eigenmo-
dus hat eine komplexwertige Eigenfrequénzind aufgrund der Beziehung (9.35) wixg
ebenfalls komplexwertig sein. Wegery, ¢, # 0 folgt in diesem Fall eine Phasenverschie-
bung, wodurch sich die Lage der Extrema glch der Verbindungsliniél/, M ., ver-
schiebt und von den Punktéfi, bzw. ), » wegbewegt. Die Behandlung des allgemeinen
Falls im richsten Abschnitt besigt diese Vermutung: Die Lage der Enveloppe-Maxima
ist eine Funktion des Arguments der Eigenfrequenmd, aufgrund der Kopplung zwi-
schen den Partialwellen, auch der Amplitudenwmsseéb,k. Ein geschlossener, ana-
lytischer Ausdruck wie in Gl. (9.35) kann im allgemeinen Fall jedoch nicht angegeben
werden.

Im letzten Abschnitt wurde bereits auf die Sonderrolle des- 1-Eigenmodus hin-
gewiesen. Die im Vergleich zu den Eigenmodi mit > 2 deutlichen Unterschiede im
Verlauf der Eigenfrequenz, der Enveloppe und der Phasengeschwindigkeit ergeben sich
aus der Kopplung benachbarter Partialwellen im Wellenspektrum dieses Eigenmodus. Im
Einzelsternproblem haben Eigenfunktionen die Form harmonischer Wellen. Harmonische
Wellen bilden aus mathematischer Sicht die Basisvektoren einesavaligen Vektor-
raums, d.h. sie sind voneinander unabgig. Zwei Wellen mit verschiedenen Wellenzah-
len beeinflussen sich gegenseitig nicht, selbst wenn sie dieselbe Eigenfreégnaben.
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m=2
k=2 k=0 k=2
| | | | | | | |
n= -2 -1 0 1 2 3 4 5
| | | | | | | |
k=2 k=0 k=2

ABBILDUNG 9.8: Kopplung zwischen dem dominierenden Antei= 0 eines Eigenmodus und
den benachbarter Partialwellén= +2. Bei dem Eigenmodus: = 1 kommt es durch die Re-
sonanz zwischen den Partialwellen= +1 zu einer konstruktiven Verdtkung. Die Kopplung

an weiter entfernte Partialwellefk( > 4, durch Punkte angedeutet) ist in erstethigrung ver-

nachBssigbar.

Ihre Amplituden und relativen Phasenbeziehungen werden allein durch die Anfangswerte
des Problems festgelegt. Wie Gl. (9.15) zeigt, besteht im Doppelsternproblem ein Ei-
genmodus aus einéiberlagerung unendlich vieler Partialwellen, die zwar alle dieselbe
Schwingungsfrequenz, aber unterschiedliche Wellenzahlen= m + k, k — +oo ha-

ben: Der durchn = 1 klassifizierte Eigenmodus besteht in ersté@hirung aus den Par-
tialwellenn =m—2=—-1,n=m+0 = 1undn = m+2 = 3 (vgl. Abb. 9.8). Wie man
anhand Gl. (9.25) erkennen kann, ist die Eigenfrequgnz ., des dominierenden Mo-
dusn = m = 1 (betragsraflig) gleich der Eigenfrequenz der benachbarten Partialwelle
n = —1. Aufgrund der Kopplung wird diez = —1-Welle von dern = 1-Welle ange-

regt und es kommt zuResonanzDie beiden Partialwellefberlagern sich konstruktiv

und bewirken dadurch eine effektive V&mdtung, die sich in der periodischen Variati-

on der Einliillenden und der Phasengeschwindigkeit bemerkbar macht; deren Variation
ist deutlich gbRer als die Variation der Gleichgewicht88e in der zugrundeliegenden

Gl. (9.22). Wegeno,, 7 +) o< m ist eine derartig effektive Vergtkung nur @irm = 1
moglich, was im Grunde einer Selbstvénstung entspricht. i andere Eigenmodi, z.B.

m = 2 in Abb. 9.8, kommt es zwar zu einer Anregung der benachbarten Partialwellen
n = 0 undn = 4, aber da die Eigenfrequenzen dieser Partialwellen von der Eigenfre-
guenz des: = 2-Modus sehr verschieden sind, kommt es hierbei nicht zur Resonanz.
Im allgemeinen Fall sind die Eigenfrequenzen verschiedener Modi nichtaaeidistant

und Resonanzen auciarfm # 1 moglich.

Die analytische Behandlung ist ndurfdie entkoppelte Komponengg moglich und
stellt eine Ausnahme in der Untersuchung magnetischer Blusst in Doppelsternen
dar. Die verbleibenden Komponenténund &, bilden im Gegensatz dazu ein zweidi-
mensionales gekoppeltes System, welches sich aus mathematischer Sicht nicht wesentlich
von dem einer Flusshre auRerhalb dekquatorebene unterscheidet. Es wird deshalb im
Rahmen des allgemeinen Falls numerisch untersucht.

—
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9.4 Allgemeiner Fall

9.4.1 Numerisches Verfahren

Aufgrund der aumlich-periodischen Variation der Gleichgewichtdggn entlang eines
Flussrings setzt sich eine Eigenfunktion im Doppelsternproblem aus einem Spektrum har-
monischer Partialwellen zusammen, deren Amplitué@rzuéltzlich zur Eigenfrequenz

@ bestimmt werden iiissen. Die Abweichungen der Eigenfrequenzen und -funktionen
von denen des Einzelsternproblems sind allerdings ausreichend klein, dass sie aus die-
sen sukzessive approximiert werdednken. Die entdimensionierten Eigenfrequenzen

Om = wp/$2 desungesbrten Einzelsternproblems ergeben sich aus der Dispersionsglei-
chung (2.43) unter Vernacidsigung der Rotations- und Gezeitenwirkung; der Index
bezeichnet die azimutale Wellenzahl.

Im ersten Schritt wird die Vé@nderung der Eigenfrequenzen aufgrund der Rotati-
on bestimmt. Die in den Koeffiziente) der Gl. (2.43) auftretenden Gleichgewichts-
grof3en werden durch diederungen (8.19) bzw. (8.15) und (8.17) ersetzt. Dabei wird
die ¢p-abhangige Gezeitenwirkung des Begleitsternsaairst ignoriert und nur die rotati-
onsbedingte, axialsymmetriscAaderung der GiRen bdiicksichtigt. Die ldsungen des
Polynoms 6. Grades sind die Eigenfrequenzen einer Flussbhre in einem rotieren-
den Einzelsterth Die Ergebnisse der Stabdisanalyse werden bei den Simulationen in
Kap. 10 verwendet, die die volistdige Rotations- und Gezeitenwirkung umfassen. Des-
halb wird im Gegensatz zur analytischen Behandlung in Abschn. 9.3 die rotationsbedingte
Frequenzverschiebung in der weiteren Behandlung mitdbesichtigt.

Die Eigenfrequenzen des Doppelsternproblems ergeben sich aus dem Gleichungssy-
stem (9.17). Eine volléindige losung der beidseitig-unendlichen Hillmatfik ist nicht
moglich. Da aber die durch die NebendiagonalmatriZeand R vermittelte Kopplung
zwischen benachbarten Wellen klein ist, kann man das Wellenspektrum auf eine endliche
Anzahl von Komponenten begrenzen und die Hillmatrix bei einer endlichenZatan
Partialwellen abschneiden:

£m72K Cmf2K RmeK £72K

. .. .. (@)
Ln  Cw R & | =0 (9.40)

Lok Cmiox Rmyox Eox

N

(&)

SEin anderes Berechnungsverfahreirevdie losung der Gleichung
det [Cry (0ro1)] =0, VM, (9.39)

wobei die MatrizerC,, die rotationsbedingtdnderung der Gleichgewichtsiften beinhalten. Diese Me-

thode entspricht demdsen der Gl. (9.17), wobei nur die Blockmatrizgp auf der Hauptdiagonalen von

Null verschieden sind, die obere und untere Nebendiagonalen, die den Gezeiteneinfluss des Begleitsterns
beschreiben, jedoch verschwinden. Die Bestimmung mit Hilfe des expliziten Dispersionspolynoms hat sich
jedoch als stabiler und effektiver erwiesen.
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Die explizite Form der Blockmatrizefy, £ undR ist in Anhang A angegeben. Die Eigen-
frequenzenuy;; werden durch eine iterative Nullstellenbestimmung der Dispersionsglei-
chung

det [H(@Hﬂl)] =0 (941)

berechnet; der Startwert der Iteration ist die zuvor bestimmte Eigenfregugrdes Ein-
zelsternproblems mit Rotation. Testrechnungen zeigen, dass bereits bel . .. 2 ro-
buste Resultate (im Rahmen der Rechengenauigkeit)f;; erzielt werden. Br die fol-
genden Rechnungen wurdé = 3 gewahlt. Partialwellen, deren Wellenzahl mehr 2is
von dem dominierenden Wellenmodusabweicht, haben praktisch keinen Einfluss auf
das Ergebnis.

Nach dem Ibsen der Gl. (9.41)dnnen mit den bekannten Eigenfrequenzeg, die
Amplitudené¢, aus dem Gleichungssystem (9.40) bestimmt werden. Zur Bestimmung der
genauen Eigenfunktion (und zur Kontrolle) ist es vorteilhaft, ein weiteres Verfahren zu
verwenden (vgl. Collatz 1970, Kap. I1§8): Die Losungens(;(¢),i = 1,...,n eines
homogenen Systems von Differentialgleichungen,

' = A(p)x mit A(¢ +27) = A(9) , (9.42)

bilden ein Fundamentalsysteti(¢) = (z(1), . .., zx)) Mitdet[X (¢)] # 0. Mit Hilfe der
Floquet-Theoriedsst sich zeigen, dass

X(¢+21) = X ()M (9.43)

gilt, mit der Ubergangs- odévlonodromieMatrix M = const. unddet (M) # 0. Die Ei-

genwerte voriM nennt marcharakteristisch@derFloquetMultiplikatoren. Jede bsung
der Gl. (9.42) kann mit Hilfe eines konstanten Vektomdurchz(¢) = X' (¢)c dargestellt
werden. Daraus folgt

(¢ +27) = X (P + 2m)c = X(Pp)Mc . (9.44)

Die geschlossene Fluggre verlangt nach periodischeddungen mit:(¢+27) = x(¢).
Daraus folgt
X(p)Mc = X(¢)c bzw. Mc=c. (9.45)

Fur 27-periodische bsungen ist es also erforderlich, dass ein Floquet-Multiplikator
gleich eins ist. Eiillt die Fundamentalmatrix die Anfangsbedinguag0) = &, wo-
bei & die Einheitsmatrix ist, so et man dieUbergangsmatrix durch Integration entlang
eines kompletten Flusdnrenumfangs:

X0)=¢ —  X2r)=M (9.46)

Die Ubergangsmatrix\ und deren Eigenwerte sind Funktionen vonFihrt man die
Berechnungenilr & = @y;; aus Gl. (9.41) durch, so muss sich aufgrund der Randbedin-
gungen der Eigenwert eins ergeben. Wenn dies nicht der Fall ist, wirdddignlg iteriert,

bis die Periodizit gevahrleistet ist. Mit dieser Methode éith man aufgrund der not-
wendigen Integration und Eigenwertbestimmung automatisch @ésarigvektorc und

die Eigenfunktiort(¢).
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ABBILDUNG 9.9: Anwachszeitenr,.; instabiler Flussshren im Einzelsternproblem un-

ter Beficksichtigung der Rotationsabplattung. Linien markieren Anwachszeiigh =
50,100, 500, 1000 und 5000 d. Es gilt die Farbkodierung am rechten Rand, weil3 bedeutet stabi-
les Gleichgewicht. Gestrichelte Linien markieren die gleichen Niveaukurven in einem Einzelstern
ohneBericksichtigung der Rotationseffekte.

9.4.2 Ergebnisse im Referenzfall

Im Sonderfall (9.22) in Abschn. 9.3 ist die Dichte die einzige Gleichgewictfsgyr

die entlang des Flussrings variiertalarend im allgemeinen Fall alle &en zur Win-
kelabtangigkeit des Gleichgewichts beitragen. Betrachtet man nur auftriebsbedingte In-
stabilitaten, die maRRgeblich von der Superadiabdtizitablangen, so kann man aller-
dings alle anderen Gleichgewichtsvariationen ignorieren, da, wie in Abb. 9.2 auf Seite
78 gezeigt ist, did\nderung vony(¢) aufgrund ihrer deutlich kleineren Skaldjite we-
sentlich sérker ist als die jeder anderenabhangigen GolRe. Bei Instabildéten, denen

ein anderer Mechanismus zugrunde liegt und die infolgedessen von weiteren Gleichge-
wichtsgil3en ablngen, ist dies nicht mehr zwangsfig der Fall.

Eigenfrequenzen

EINZELSTERNPROBLEM Das Stabiliaitsdiagramm in Abb. 9.9 zeigt die Anwachszeiten
Trot INStabiler Flussihren in einem Einzelstern unter Beksichtigung der Rotationsab-
plattung aufgrund der Zentrifugalbeschleunigung. Zum Vergleich sinditzliich die sel-
ben Niveaukurven dasgesbrtenEinzelsternproblems, d.h. ohne Rotations- oder Gezei-
teneffekte, als gestrichelte Linien eingezeichnet. Wegen der Abplattung des®pemsk
liegt ein Flussring (bei unvandertenr und \) etwas tiefer in der Overshoot-Region. Da
die Superadiabatit s dort kleiner (d.h. die Sternschichtung etwas stabiler) ist, werden
hohere Feldsirken bebtigt, um das ursgmgliche Niveau der Anwachsrate (ohne Rota-
tionseffekte) zu erreichen; die maximaladerung des Magnetfelds bagt im vorliegen-
den Referenzfall lediglicih B < 5 - 10° G. Die von den Polen zurAquator mit zuneh-
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mendem Achsenabstand anwachsende Abplattung spiegelt sich in der Verschiebung der
7-Niveaus wider: Bei niedrigen Breiten ist sie and@ten, von mittleren zu hohen Brei-
ten dagegen immer weniger von Bedeutung. Die Lage der Blussin der Overshoot-
Region wird durch das Modell nicht explizit vorgegeben und kann im Prinzip freabtw
werden. DieAnderung der Eigenfrequenzen aufgrund der Rotationsabplattung ist daher
nur von untergeordneter Bedeutung.

DoPPELSTERNPROBLEM Der Doppelsterncharakteilirt zur Brechung der Rotati-
onssymmetrie und infolgedessen zu grundlegenden Modifikationen des Stswelihal-
tens. DiequantitativenAnderungen der Anwachszeiten,, sind allerdings im Vergleich
zu einem Einzelstern mit Rotationsabplattung nur gering; in den iimgpchen Insta-
bilitatszonen liegt die relative Abweichung deutlich unité. Abbildung 9.10 zeigt die
Anderung der Anwachszeit relativ zu einem rotierenden Einzelstern; dieser Vergleich ist
nur in den ursginglich instabilen Regionen mit..; # 0 moglich. Deutlichequalitative
Unterschiede machen sich dagegen in den urggich stabilen Parameterbereichen be-
merkbar, in denen nun zazliche Instabiliiten auftreten. Abbildung 9.11 zeigt einen Teil
des Stabiliitsdiagramms, der Details dieser neuen Instakelit umfasst. Instabiéiten
mit sehr hohen Anwachszeiten bilden einen ‘Instadishintergrund’, der den gesamten,
urspiinglich stabilen Parameterbereigberdeckt (vgl. punktierter Rahmen in Abb. 9.9).
Er besteht auRlateaus die von unterschiedlich starken, aber i.Allg. eng begrenRen
sonanzemurchzogen sind.

Die Anwachszeiten in den Plateaus liegen typischerweise bei etlichen tausend Tagen,
teilweise gehen sie sogar bis zu- 107 d. Vom Charakter handelt es sich datiberwie-
gend um tangentiale Instabdien mitm = 0 und®(w) = 0, d.h. eine zeitlich monoton
anwachsende Drehung des Flussrings aus seiner Gleichgewichtslage heraus, modifiziert
durch kleine periodische Auslenkungen in den normalen RicRtuBgjlicksichtigt man
bei der Untersuchung aufgrund ihrer Dominanz nur die Variation der Superadidatizit
0 und vernacldssigt die aller anderen Gleichgewichtdgen (vgl. Abschn. 9.1), so ver-
schwinden die Plateaus und &gk bleiben nur die Resonanz- und Parkerinstatbéin.
Hier allerdings, unter Béicksichtigung der Variation aller Gleichgewicht88en, variiert
auch die Dichte und die Tangentialkomponente der Gezeitenkraft periodisch, wodurch
sich bei einer leichten Drehung des Flussrings das Einsetzemadgentiainstabilitat
erklart; sie erzeugt deaberwiegenden Teil des Hintergrunds und ist letztlich ein Resul-
tat der in Abschn. 9.1 beschriebenen Entropievariation des Flussrings. Digeird-
nung der berechnetenist im Hintergrund z.T. vergleichbar mit der von Termen, die bei
den Naherungen (8.19) bzw. (8.15) — (8.17) vernaskigt wurden. Die entsprechenden
numerischen Werte sind deshalb sehr unsicher. Da derart hohe Anwachsieitee f
Flussbhrendynamik keine Rolle spielen, werden Instadbiéih mitr > 7., = 10*d
(~ 27 al!) im Folgenden nicht weiter betrachtet.

Dies gilt jedoch nichtiir die scharf begrenzten Resonanzen, die die Plateaus durchzie-
hen und dabei deutlichbertreffen; ihre Anwachszeiten van? . .. 10*d sind allerdings
im Vergleich zur Rotationsperiode immer noch sehr lang. Sie illustrieren sehr deutlich
die Auswirkungen des Doppelsterncharakters auf die Statisiitgenschaften, da sie ihre
Existenz der Kopplung benachbarter Partialwellen im Wellenspektrum eines Eigenmo-

‘Im axialsymmetrischen Einzelsternproblem ist ein tangentialer Versatz des Flussrings indifferent, da
die resultierende Konfiguration zur urgipiglichen Gleichgewichtslagejuivalent ist.
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ABBILDUNG 9.10: RelativeAnderung der Anwachszeitéy;, — 7.o)/7ror aufgrund des Dop-
pelsterncharakters in den ur@pglich instabilen Parameterbereichen eines Einzelsterns mit Rota-
tionsabplattung. Die Niveaulinien markier&sg 1o(|A7|/T1ot); in den roten Gebieten ist,;, >

Trot, IN den blauer;, < Trot.
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ABBILDUNG 9.11: Anwachszeiten des Instakilishintergrunds aufgrund des Doppelsterncha-
rakters. Zuatzlich zur Parker-Instabibit treten nun Instabibtplateausmit sehr langen An-
wachszeiten auf, die von markant®esonannstabilititen durchzogen werden. Bei~ 1...2°
findet man eine extrem schmale, kontinuierliche Instadtjlilie aus numerischen @rden (be-
schidnkte Aufbsung) als unterbrochene Linienfolge erscheint.
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ABBILDUNG 9.12: Instabiliiten bei

_ _390F A = 1.64° im Doppelsternpro-
v . 1 blem. Die Anwachszeiten der Reso-

= TUETT 1 nanzinstabiliaten pben grau unter-
3 —3.40 ) legt) sind gbRer als die der Parker-
o 1 Instabilitat am rechten Rand. Sie ent-
&= 7360; i stehen durch die resonante Wech-
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Plenm = 1 und3 (Mitte) bzw.

h —3.20¢ : m = 0 und 2 (unter), wenn ih-

2 _z35t - re Frequenzet(w) naherungswei-
— | se gleich sind. Die punktierten Kur-

g 040 - ven zeigen die Ve#ufe der nicht
= 73‘502 gekoppelten Schwingungen im Ein-
o zelsternproblem, gestrichelte bzw.

1 strichpunktierte Linien steheirif in-
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dus verdanken. Dies wird in Abb. 9.12 deutlich, die einen Schnitt durch das Diagramm
9.11 beil = 1.65° zeigt. Das obere Diagramm gibt die Anwachszeitewieder. Die

durch Kopplung neu entstandenen Instahiéh sind grau unterlegt, am rechten Rand
setzt dieaquatornahe Parker-Instalilitein. In den Diagrammen darunter ist der Real-
teil ®(w) der Eigenfrequenzen, d.h. die Schwingungsfrequenz verschiedener Eigenmodi
aufgetragen. Die punktierten bzw. strichpunktierten Kurven geltedds Einzelsternpro-
blem, in dem jeder Wellenmodus selbst ein Eigenmodus ist und von den benachbarten
Wellenmodim + 2 unbeeinflusst bleibt. Die durchgezogenen bzw. gestrichelten Kurven
hingegen beschreiben den Frequenzgang der Eigenmodi im Doppelsternproblem, die sich
jeweils aus einem Spektrum von Partialwellenm + 2, m + 4, ... zusammensetz&n

Die gestrichelten bzw. strichpunktierten Linien markieren Féldtstbereiche, in denen
(@) # 0istund eine Instabilét vorliegt. Wahrend sich im Einzelsternproblem die Wel-

len mitm = 1 und 3 (mittleres Diagramm) bzwn = 0 und 2 (unteres Diagramm)

bei allen Frequenzen voneinander unbeeinflibstlagern, entsteht im Doppelsternpro-
blem aufgrund der Kopplung eine Instaldlit wenn deren Schwingungsfrequenzen etwa
Ubereinstimmen: Durch eine Schwingung der Partialwellmit der Frequen® () wer-

den auch die Partialwellem + 2 mit der selben Frequenz zu Schwingungen angeregt
(vgl. Abb. 9.8). LiegtiR(®) nahe bei einer der Eigenfrequenzen der benachbarten Par-

8Zum Problem der Klassifikation siehe die &iterungen in Abschn. 9.2.1 auf Seite 80.
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tialwellen, so kommt es zuResonanzzur konstruktivenUberlagerung und effektiven
Verstarkung der Schwingung bzw. Welle und, wie in Abb. 9.12 gezeigt, gegebenenfalls
zu einer Instabilét. Die Bedingungen, die zu einer instabilen Resonéhzei, langen

von dem funktionalen Zusammenhang der Gleichgewicbfsgm ab, der im allgemeinen
Fall nicht analytisch angegeben werden kann.&inliches PAnomen zeigt sich bei dem
analytischen Sonderfall in Abschn. 9.3. Mit Gl. (9.31) kann dort zwar eine analytische
Relation zwischen den Gleichgewichtsf8en, der Eigenfrequenz und dem Einfluss be-
nachbarter Partialwellen angegeben werden, der funktionale Zusammerihangker
lediglich zu dem Ausnahmeverhalten des= 1-Modus und nicht zu dem Einsetzen von
Instabilitaten. Hier, im allgemeinen Fall, versteckt sich dieser wesentlich kompliziertere
Zusammenhang in der Determinante der Hillschen M&irbzw. in detUbergangsmatrix

M (vgl. Abschn. 9.4.1).

Eigenfunktionen

EINZELSTERNPROBLEM Zur Beschreibung der Ortsadhgigkeit einer ausgelenkten
Flussbhre in einem rotierenden Einzelstern wird der Ansatz (9.15)§5n1'£ 5 = const.
undé;, = 0,Vk # 0 verwendet. Eine Eigenfunktion besteht aus eldeerlagerung har-
monischer Wellen gleicher Wellenzallin den drei Richtungen, n undb,

&\ €] e\
o) = | & | etmoren = |1 gilmd+at) (9.47)
38 Ep| €™

bei denen typischerweise Phasenverschiebungen der Tangential- und Binormalenkom-
ponente; bzw. oy, bediglich der Hauptnormalenkomponente auftreten; die Wahl der
Hauptnormalen als Bezugskomponente erfolgte dabei tivlith und 0.B.d.A. Von be-
sonderem Interesse ist die Auslenkung in derasisich-radialen Richtung,, da sich

die Sternschichtung in dieser Richtung ararkstenandert. Je d@if3er diese Auslen-
kung ist, desto gravierender sind daderungen der Umgebungsbedingungen, die ein
Flussbhrenelement e@hrt, da es entweder in stabilere oder instabilere Bereiche der
Overshoot-Region bzw. Konvektionszone versetzt wird. Aufgrund der Linearisierung der
Storung hat nur die Richtung des normierten Eigenvektors bzw. did&einer Kom-
ponente im Vergleich zur Gesamtauslenkung physikalischen Gehalt. Digllemden
Kurven in splarisch-radialer Richtung und entlang der Breite haben die Form:

~ 2
g'er

2

~

2 T
&n —Sin2/\‘§b‘ &nlcosay, (9.48)

3

L2
= sin? \ ‘5b‘ + cos? \

~

§ - ex

_ én

~ |2 2 ~
= :(:082)\‘510‘ + sin? A +sin2)\‘£b‘

cosay, (9.49)

Der jeweils letzte Term in diesen beiden Gleichungen entsteht biéiengang vom be-
gleitenden Dreibein ins Kugelkoordinatensystem durch die Phasendifferenz zwischen
den Wellen in der Hauptnormalen- und Binormalenrichtung. Abbildung 9.13 zeigt einen
Vergleich der Amplitudenkomponentég, |, |¢,| und |¢,| im Kugelkoordinatensystem.
Innerhalb der Instabilittsinseln bei kleinen Feldsken erfolgt die Auslenkungber-
wiegend tangential zur Sternschichtung, weshalb radiale Verschiebungen offenbar nur
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ABBILDUNG 9.13: Betage der Eigenvektor-Komponenten im Kugelkoordinaten-Systém f
Flussbhren in einem Einzelstern (inkl. Rotationsabplattung). Die relativen &gitzur Gesamt-
auslenkung eines Fluggirenelements dngen in charakteristischer Weise von den beteiligten
Kraften ab; es gilt die Normierung, | + [£4]? + €42 = |€> = 1. Bereiche, in denen der
jeweilige Teilbeitrag gbl3er als50% der Gesamtauslenkung ist, sind schwarz umrandet.

eine untergeordnete Rolle spielen. In den Bereichen der Parker-Ingtabditioheren
Feldstrken ist hingegen die radiale Komponente erwartungaegnol3, da dieser Typ
auftriebsbedingt ist und stark von d&nderung der Umgebung (insbesondere der Su-
peradiabatizdt 9) abhangt. Die Azimutalkomponente ist aufgrund der Drehimpulserhal-
tung und der daraus resultierendenderung der Winkelgeschwindigkeit beim Aufstieg
generell von Bedeutung. Im Zusammenspiel mit der magnetischimidungskraft be-
wirkt die Corioliskraft eine Ablenkung aufsteigender Fligsen zu kbheren Breiten,
wodurch sich der Beitrag déf,|-Komponente im Bereich der Parker-Instakilibei ho-
hen Feldsirken erkart. Deren hoher Anteil in den Instabdisinseln begmdet sich dage-
gen eher durch den ‘poleward-slip’-Mechanismus, bei dem Auftrigifigkeine geringere
Rolle spielen.

DoPPELSTERNPROBLEMDIe Auslenkung einer Flusghre in radialer Richtung wird
durch den Ausdruck

§T(¢7 t) -

£:(0)| exp(=3()t) exp [ (mo +arg€,(8) + Rw)t) | (2.50)

N /

Amﬁﬁtude Phase

beschrieben. Der Amplitudenfaktor umfasst die monotone Zsitadplakeit und der Pha-
senfaktor die oszillatorische, d.h. die Wellennatur der Instabiiit der Ausbreitungsge-
schwindigkeitv,,.

Mit dem Ansatz (9.15) et man fir die Amplitude der Auslenkung den Ausdruck

&0 = (e-€@) = 30 (e-&) e = 3 6l (©5)
k=—o00

=—0Q

Die Betiage der Skalarprodukte berechnen sich nach Gl. (9.48), ihre Argumente werden
mit a;, bezeichnet. Die Einlllende der Auslenkungt,.(¢)| ist eine periodische Funk-
tion des Azimutwinkelsy. Aufgrund der Analogie zu Gl. (9.19)dknen bei Dominanz
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ABBILDUNG 9.14: Azimutwinkelé,,., der Maxima der radialen Envelopp&.(¢)|. Wegen der
Periodiziat ist nur der Wertebereich. . . w angegeben; die Werfeund0.5 entsprechen den Punk-
ten V; » auf der Verbindungslinie\/, M .,, der Wert0.25 dem Quadraturpunk®;. Die (gestri-
chelt) umrahmten Gebiete sind Instaliitdbereiche in denen die Partialwelle mit der azimutalen
Wellenzahkn = 2 dominiert.

der Partialwelleﬁm die Winkel der Maxima mit der Beziehung (9.20) bestimmt werden.
Abbildung 9.14 zeigt die Verteilung vop,,. als Funktion der Breite. und Feldsirke

B. Instabilifaten mitr > 7,,.. = 10*d wurden dabei nicht bécksichtigt. Eir A > 60°
zeigt sich ein Ausiufer eines Instabilittsplateaus mit Anwachszeiten vory> 3 - 103 d.
Dabei handelt es sich um eine der oben beschriebenen Tangentialirégiildie je-
doch nur eine sehr kleine Komponente in radialer Richtung aufweisen. Im Gegensatz zu
stabilen Eigenfunktionen, deren Maxima entweder an den Quadraturpupkierder an
den PunkterV; , liegen (vgl. Abschn. 9.3), zeigen die Maxima instabiler Eigenfunktionen
eine Phasenverschiebung bigich dieser Punkte, die u.a. von der dominierenden Wel-
lenzahlm abhangt: Die Maxima der Parker-Instabditmitm = 1 bei niedrigen Breiten
liegen meist in der Bhe der Verbindungspunkté, ,, wahrend sielir m = 2 in der wei-
teren Umgebung der Quadraturpuniie, lokalisiert sind. Bei der Auslenkung instabiler
Flussbhren aus dem toroidalen Gleichgewicht werden in #@ixfigkeit vom Parameter-
bereich und Modus demnach bestimmte Orientierungen bevorzugt.

In diesem Zusammenhang ist es wichtig, wie stark sich die Auslenkung bei verschie-
denen Orientierungen unterscheidet. Als Malidaient das Minimum denormierten
Enveloppe mit der Bedingung. |max = |€,(¢max)| := 1. Je kleiner das Minimum, desto
groRRer die Unterschiede bei der Auslenkung der Fllss und desto gfier die Wahr-
scheinlichkeit der Bildung einer Fluggrenschleife in der Umgebung van,... Abbil-
dung 9.15 zeigrér]mm als Funktion der Gleichgewichtsparameteund \. Die Differenz
zwischen Maxima und Minima beigt bei loheren Feldétrken typischerweise mehrere
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ABBILDUNG 9.15: Minima ]fr\mm der radialen Enveloppe im Referenzfall (Normierung:
|§T]max := 1). In der Gesamtdarstellun@lfer) wurden zuatzlich Niveaulinien eingezeichnet,

die auch in der Farbkodierung am rechten Rand markiert sind. Der markierte Bereich (punktier-
ter Rahmen) wird exemplarisch wegen seiner deutlich kleineren Werte intienenAbbildung
separat dargestellt. Bei der Resonanzinstébi@éht|ér|mm fast bis auf Null zuiack. Selbst beim
Durchgang durch die Instakilisinsel beix ~ 20° bewirkt die Resonanz eine Absenkung des
Minimums|§}|min. Instabilitaten mitr > 10* d werden als quasi-stabil eingestuft und deswegen
nicht dargestellt.

A=
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Prozent: In mittleren Breiter, 5% und in der Nahe desAquators bis z120%. Dariiber
hinaus kbnnen die Minima bei Resonanz-Instalgitén noch erheblich kleiner werden und
fast bis auf Null zuiickgehen (Abb. 9.15, unten): Hier sind die Vorzégglen sehr deut-
lich zu erkennen, da eine signifikante Auslenkung der Fisernur noch in der Umge-
bung der beiden Maximadglich, bei den Minima hingegen fast volisidig unterdickt
ist. In diesen Bllen ist die fir die a priori-Naherung (9.19) notwendige Dominanz der
Partialwelleéno nicht mehr gegeben. Aufgrund der Resonanz haben zwei der gekoppel-
ten Partialwellen vergleichbare Amplituden und bilden daduré@hénungsweise) eine
stehende Welle, die zu diesem gravierenden Unterschied im Sitdviéthalten ifhrt.
Dieser Effekt ist vermutlich nicht von grol3er praktischer Bedeutung, da er nur in einem
eng begrenzten Parameterbereich auftritt, in dem die Anwachszeiten mehrere tausend Ta-
ge betragen.

In Abb. 9.16 werden zum besseren Vergleich die Hitemden|¢, ()| fur instabi-
le Eigenmodi mitr < 1000d bei verschiedenen Breiten gezeigt; zu beachten sind die
wechselnden Wertebereiche der dargestellten Intervalle. Diese Kurven wurden mit der al-
ternativen Integrationsmethode (vgl. Abschn. 9.4.1) berechiietA B> 15° treten nur
Eigenmodi mitm = 2 auf, deren Enveloppe lediglich um wenige Prozent mit dem Azi-
mutwinkel ¢ variiert. Diem = 1-Modi haben ihre Maxima vergleichsweise dicht bei
den Punkter; ,. Bei denm = 2-Modi zeigt sich hingegen eine breitendlolyige Ver-
schiebung der Maxima in einem weiten Bereich um die Quadraturpunkte. Typischerweise
nimmt der Wert des Enveloppe-Minimums mit wachsender Fé&tkstzu, d.h. die Orts-
abhangigkeit der Auslenkung ist bebheren Feldsirken geringer als bei kleinen. Wie
z.B. Spruit & van Ballegooijen (1982) oder Ferriz-Mas & 8skler (1993, 1995) gezeigt
haben, gehtifr 3 > 1 die Abhangigkeit von der Superadiabatiib i.Allg. in der Form

Bd % (9.52)
in das Stabili&tsproblem ein. Dementsprechend nimmt der Einfluss)déariation mit
wachsender Feldstke B ab. Abbildung 9.17 gibt in einer zur Abb. 9.16 analogen Dar-
stellung die Variation der Phasengeschwindigkgity)/v,, o wieder, die in Gl. (9.21)
definiert wurde. Bei niederen Breité&mdert sie sich beaichtlich, bei mittleren Breiten
hingegen nur um etwa’%. Die Phasenlage ihrer Extrema spiegelt im Wesentlichen die
der Enveloppe wider.

9.4.3 Parameterablangigkeit

Das Doppelsternsystem wird durch die Rotationsperibddas Massenveditnis ¢ und

die Masse des Hauptsterns$, charakterisiert, die durch das Keplergesetz (8.2) mit dem
Sternabstand verbunden sind. i die weitere Betrachtung wirdif den Hauptstern das
Modell der heutigen Sonne beibehalten. Beablangige Beitrag der Gezeitenwirkung
ist (fir r = const.) proportional zu

3 q 1 A (eq) 1 Agq AT
—_— = — —2—. 9.53
R T N =7 B 1 (5:53)
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ABBILDUNG 9.16: Verlauf der radialen Envelopp.(¢)| als Funktion der Bnge¢. Dargestellt
sind instabile Eigenmodi mit < 102 d. Die Farbkodierung am oberen Rand kennzeichnet die
Feldstirke B. V1 bezeichnet den substellaren Punkt auf der Verbindungstinielen Quadratur-
punkt. Beil = 0° treten nurm = 1-Modi auf, abA > 15° nurm = 2-Modi.

0.995 L . A=50.0 . 1 . A=55.0

\/1 Q1 \/1 Q1 \/1

ABBILDUNG 9.17: Verlauf der Phasengeschwindigkeit/v,, o als Funktion der hnge¢. Dar-
stellungsweise und Farbkodierung wie in Abb. 9.16.
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ABBILDUNG 9.18: Anwachszeiten instabiler Eigenmodi als Funktion der UmlaufsdatieFur

alle Diagramme gilt die einheitliche Farbkodierung am oberen Rand. Die Niveaulinien entspre-
chen den Anwachszeiten= 1, 5, 10, 50, 100, 500, 1000 (gestrichelte Linie) und000 d. Instabi-
litaten mitr > 10* d werden nicht dargestellt.

Ein Vergleich der Vorfaktoren zeigt, dass die relative Abbigkeit vom Massenvelt-
nis vergleichsweise Klein ist, sodass wir uns hier auf die Diskussion der Rotationsdauer
beschanken kbnnen.

Untersucht werden enge Doppelsternsysteme mit Umlaufsperioden7vogs-
0.75...10d, bei denen der Sternabstand zwischen 4.4 . .. 25 R, liegt (vgl. Abb. 8.2,
gestrichelte Linie). Br den Entwicklungsparameter derdgtngsrechnung folgt® =
1.2-1072...6.7 - 107°. Je Kirzer die Rotationsdauer des Systems, deatwenist der
Begleiter am Hauptstern und destérger ist die Gezeitenkraft und dnderung der
Sternstruktur. Auch bei sehr schneller Rotation wird immer noch davon ausgegangen,
dass die beiden Komponenten voneinander getrennt sind und der Hauptstern durch die
analytische lherungsmethode in Abschn. 8.1.2 beschrieben werden kann; deren Qua-
litat nimmt mit fallenden¥” jedoch kontinuierlich ab.

Die Stabilitatsdiagramme in Abb. 9.18 zeigen diaderung der Anwachszeiten und
die Verschiebung der Instabditsbereiche bei verschiedenen Rotationsperioden. Mit sin-
kender Rotationsperiode nimmt die Anwachszeit in den dargestellten Bereichen kontinu-
ierlich zu; die Niveaulinie det00 d-Instabilitat verschiebt sich immer weiter zlheren
Feldstrken und ist im Extremfall” = 0.75d fast verschwunden. Dieses Verhalten ist
auf die stabilisierende Wirkung der Drehimpulserhaltung besonders bei kurzen Rotati-
onsperioden ziirckzutihren, die durch die Abplattung des Sterns noch &ekstwird,
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durch welche die formale Gleichgewichtslage der Floissr in etwas tiefere, stabilere
Schichten des Sterns verschoben wird. Im Einklang damit zeigt sich die Ausbildung ei-
ner Stabilitsinsel bei mittleren Breiten, die sich mit wachsender Rotationsrate zu immer
hoheren Feldsirken erstreckt. Die tangentiale Instal@itibei hohen Breiten veitkt sich

mit kleiner werdendenT” und erstreckt sich letztlich bis zu kleinen Felt&en; trotz-

dem bleiben die Anwachszeiten in diesem Bereich sehr hoch. Aus qualitativer Sicht ist
insbesondere das Verhalten der Instaditiinseln bei kleinen Feldaken zu bemerken.
Durch die zunehmende Ausigung der bei langsamerer Rotation unbedeutenden Reso-
nanzinstabilidten kommt es offenbar zu einer Aufteilung und einem Auseinanderlaufen
der Instabilitsinseln. Eventuell handelt es sich bei dieser Erscheinung um die Aufhebung
einer Instabiliitsentartung, die im Einzelsternproblem aufgrund der Rotationssymmetrie
existiert hat und im Doppelsternproblem durch die Anwesenheit des Begleiters gebrochen
wird.

Die Phasenlage,,., der Maxima der Enveloppgﬂ in radialer Richtung ist in
Abb. 9.19 dargestellt. Die Werte van,.. zeigen als Funktion der Rotationsperiode keine
groRenAnderungen und werden im wesentlichen durch den oben beschriebenen Refe-
renzfall T,.; = 2d reprasentiert. Die Maxima det, = 1-Modi liegen typischerweise
nahe an der Verbindungslini&/, M .,, wahrend die dem = 2-Modi und Instabilifits-
inseln sichuber ein breites Intervall voA.1 < ¢, < 0.4 um den Quadraturpunkt
verteilen. Im Falll" = 10d kann man in polnahen Breiten und hohen Feéldstn den
Ansatz derm = 0-Instabilitat (‘poleward slip’) erkennen. E@hnenswert ist die Ver-
schiebung der Signatur der— 2-Resonanzinstabibt bei niedrigen Breiten unddheren
Feldstrken. Bei schneller Rotation liegt diese Signatur in dihélde@\quators und wird
durch diem = 1-Parkerinstabilit uberdeckt. Mit wachsender Rotationsdauer verschiebt
sie sich zu etwasdheren Breiten und bewirkt b&i = 10d eine deutliche Inhomoge-
nitat der Phasenlagg,... bei (B, \) ~ (13 - 10* G, 20°). Die Anwachszeiten im Bereich
dieser Erscheinung sind einige hundert Tage und weniger, sodass dieser tiffdid f
Flussbhrendynamik durchaus von Bedeutung sein kann; deatemte Parameterbereich
wird hier durch die Wahl des Referenzsystems bestimmt.

Die Minimalwerte]fr\min der radialen Enveloppe, die als Mai® fdie Wahrschein-
lichkeit der Bildung einer Fluséhrenschleife in der Bhe vong,,., dienen, sind in Abb.
9.20 dargestellt. Dabei ist der Darstellungsbereighiddes Diagramm verschieden, um
den Parameterbereich der Instabii@n mit kleinen Anwachszeiten gut aufasén. Ein
Vergleich der jeweiligen Darstellungsgrenzen zeigt erwartunga@edie eindeutige Ab-
nahme von\ér\min mit sinkender Rotationsdauer, die den wachsenden Einfluss des Be-
gleitsterns und der Gezeitenwirkung auf das Gleichgewicht und die Shtdeigenschaft
widerspiegelt. Generell ist der Einfluss bei kleinen Féldstn und insbesondere in den
Instabilitatsinseln und bei den Resonanzinstadiiéih am gravierendsten: Beillzeren
Rotationsperioden kann dort das Minimum der Enveloppe fast bis auf Niiltkgehen.
Beschénkt man sich dagegen auf gro3e Anwachsraten, so ist die Schwankung der En-
veloppe wesentlich geringer: Imigstigsten Fall etwa- 20%, typischerweise eher im
Bereich von~ 2 — 5%. Dagegen sind bei einer Rotationsperioden or= 10d im
Grunde keine nennenswerten Variation mehr vorhanden.
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ABBILDUNG 9.19: Phasenlage...x der Maxima der radialen Envelopﬂ)ér] als Funktion der
Umlaufsdauef. Instabilitaten mitr > 10* d werden nicht dargestellt.
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ABBILDUNG 9.20: Minima der radialen Envelopp |, als Funktion der Umlaufsdaugt. Die
Darstellungsgrenze (DG) ist in jedem Diagramm verschieden um den Verlauf bei In&tabititit
kurzen Anwachszeiten aufaiden; fir |§,n|min < DG wurde|§}|min = DG gesetzt. Instabilitten
mit 7 > 10* d werden nicht dargestellt.
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9.5 Diskussion

Die Brechung der Axialsymmetrie béglich der Rotationsachse durch den Begleiter
fuhrt in einem Doppelsternsystem zu weitreichendederungen des Stabiitsverhal-

tens magnetischer Flussringe. Die vom Begleitstern verursachte Gezeitenwirkung beein-
flusst sowohl die Gleichgewichtskonfiguration als auch die Eigenmodi, die eine Antwort
der Flussringe auf 8tungen aus der umgebenden Konvektionszone darstellen.

Durch den Gezeiteneinfluss existiert entlang des ebenen Flussrings im &tation
Kraftegleichgewicht eine periodische Variation der externen und intern@®e@r Diese
Variationen l&ngen im Rahmen derdterung von der jeweiligen Skaleitie am Ort der
Flussbhre ab. Da sich die Superadiabatzit in der Overshoot-Region amésksten mit
der Tiefeandert und die Stabitseigenschaften empfindlich von dieset @ abBAngen,
beeinflusst sie wesentlich die Reaktion einer Fldissr auf Auslenkungen aus der toroi-
dalen Gleichgewichtslage. Die Adhgigkeit von der Bnge¢ wirkt sich in komplizierter
Form auf die Eigenfrequenzenund die Eigenfunktioneg(¢,¢) aus. Dabei zeigt sich
ein deutlicher Unterschied zwischen der Wirkung der schnellen Rotation und der peri-
odischen Ortsatiimgigkeit: Wahrend die Rotation eine vergleichsweise deutlishde-
rung der Eigenfrequenzen hervorruft und die Struktur der Eigenfunktionen nur unwesent-
lich beeinflusst, wirkt sich der Doppelsterncharakter in erster Linie auf die Oésglm:
keit der Eigenfunktionen aus, ohne die Frequenzen stark Zmgern. Die grundlegende
Anderung der Eigenmodi entsteht durch die Kopplung eines ganzen Wellenspektrums mit
den Wellenzahlemn, m + 2,m + 4, ... zu einem Eigenmodus, was sich letztlich in ei-
ner periodischen Modulation der Auslenkung der FlasszaulRert. Wegen der geringen
Kopplung tragen aber nur wenige Partialwellen zu der resultierenden Gesamtform bei.

Sowohl die Ergebnisse des analytischen Sonderfalls einer Blussn derAquatore-
bene (Abschn. 9.3) als auch die numerische Untersuchung des allgemeinen Falls (Ab-
schn. 9.4) zeigen, dass die Abweichungen der Eigenfrequenzen und -funktionen von de-
nen des Einzelsternproblems i.Allg. zwar klein sind, aber di&¥nordnungen der vom
Begleitstern bewirkten, uéshlichen Strung deutlichiibertreffen. Den Extremfall bilden
die durch Kopplung zwischen benachbarten Partialwellen hervorgerufenen Resonanzin-
stabilitaten, die eine derart starldnderung der Eigenfunktionen bewirken, dass es an
den Maximag,,., und, wegen der Periodiat des Problems),,... + 7 ihrer Enveloppe
zu einer sehr deutlichen Bevorzugung der Entwicklung einer Instatiddammt.

Die Stabilitatsanalyse erbrachte das interessante Ergebnis, dass diese Maxgtaa bei
bilen Eigenmodi mit3(w) = 0 entweder bei den Punktén » an der Verbindungslinie
oder bei den Quadraturpunktén , in senkrechter Richtung zur Verbindungslinie liegen.

Bei instabilenEigenmodi weisen die Maxima typischerweise eine Phasenverschiebung
beziglich dieser Punkte auf, sodass generell jeflleded < ¢,,.. < 7 moglich ist. Dabei

hangt die Orientierung der Maxima in komplizierter Weise von den Gleichgewichtspara-
metern\ und B sowie dem dominierenden Wellenmodusab. Die Maxima deaqua-
tornahenn = 1-Instabilitaten sind beispielsweise dicht Béi, um die Verbindungslinie
gruppiert, die dermm = 2-Instabilitaten bei mittleren Breiteiiberdecken hingegen ein
breiteres Intervall um die Quadraturpunkte. Das sich ergebende Bild ist in Abb. 9.21 zu-
sammenfassend dargestellt: Im Einzelsternproblem ist die Enveloppe einer Eigenfunktion
grundstzlich kreisbrmig, im Doppelsternproblem hingegen deformiert.
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ABBILDUNG 9.21: Schematische Darstellung einer instabilen Faissrim Einzelsternlifiks)
bzw. Doppelsternréchty. In der Mitte sind zwei stabile Flugsinren in einem Doppelstern darge-
stellt, deren Enveloppemaxima entweder an den Quadraturpu@kterfober) oder an der Ver-
bindungslinie be¥/ 5 (unter) liegen. Bei der instabilen Flussre rechts haben die Maxima eine
Phasenverschiebung liggich dieser Punkte.

Zur Beurteilung der ortsaldmgigen Entstehungswahrscheinlichkeit von aufsteigen-
den Flussohrenschleifen dient die Variation zwischen Enveloppe-Maximum und -
Minimum. Dies beruht auf detberlegung, dass die Segmente der Flissr bei dem
Einsetzen der Instabilit bevorzugt werden, bei denen die Auslenkung in Richtung der
Konvektionszone am gfdten ist. Die Enveloppe bestimmt die Maximalauslenkung beim
Phasendurchgang eines Wellenberges, und da diese beadgery,,.., etwas golier ist
als bei den Minima ist auch hier die Wahrscheinlichkeit eines Aufstiegs etw&ggmDa
es sich dabei grundszlich um einestatistischeAussage handelt, ist es nichbgiich den
Entstehungsort von aufsteigenden Schleifen emdividuellenFlussbhre zu bestimmen.

Die Tendenz zum Ausbruch bei den Vorzugsien macht sich erst bei der Betrachtung
eines ausreichend grof3en Ensembles von vergleichbarendHressiiber einendngeren
Zeitraum hinweg bemerkbar. Dies setzt voraus, dass sich die Umgebungsbedingungen,
z.B. die Art und Sarke deriiberschie3enden Gaspakete aus der Konvektionszone als po-
tenzielle Ursache der Gleichgewichtsstngen, nicht wesentlichndern und sowohl im
zeitlichen als auchaumlichen Mittel konstant sind. Diese Annahme schliel3t gegetigv

die Beschreibung zeitaBhgiger PAnomene, wie z.B. die Migration von Vorzugsben,

im Rahmen dieses Modells aus.

Im Falle von engen Doppelsternsystemen mit Rotationsdauern von wenigen Tagen
kann das Enveloppe-Minimum von auftriebsbedingten Instakgiit um bis z20% klei-
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ner als das Maximum sein. Aus Sicht der linearen Staltsignalyse existieren somit
tatsachlich Vorzugsingen bei der Bildung von instabilen, aufsteigenden Filssnseg-
menten, wobei die Orientierung und Auagung der Bevorzugung vom jeweiligen Pa-
rameterbereicfiB, \) der Gleichgewichtskonfiguration adhgt. Und wie die Parameter-
studie in Abschn. 9.4.3 zeigt, ist die Rotationsperiode Yort 5...10d fur das Ein-
setzen von ausgeggten Vorzugsingen konsistent mit den Beobachtungen. Instabeiit
bei kleineren Feldsérken und insbesondere Resonanzinstabdit weisen dabei die aus-
gepiagtesten Vorzugahgen auf. Allerdings sind deren Anwachszeiten ein Vielfaches von
dem was fithere Arbeiten im Fall der Sonne erwarten lassénden. Jedoch in Hinblick
auf die Tatsache, dass es sich bei den beobachteten Vaiaggslan der Obeé#the akti-
ver Doppelsterne um ein vergleichsweise schwach auagegs PAnomen handelt, kann
der Einfluss solcher Sekuarkffekte a priori nicht ausgeschlossen werden.
Vorzugshngen bei der Entstehung aufsteigender Flussschleifen am unteren Rand der
Konvektionszone entsprechen nicht notwendigerweise denen, die man an deacieerfl
eines aktiven Sterns beobachtet. Es ist a priori auch nicht zu erwarten, dass diese in ei-
nem einfachen Zusammenhang stehen, da Fbssn vahrend ihres Aufstiegs weiterhin
dem Bngenabéngigen Gezeiteneinfluss unterliegen. Die lineare Analyse zeigt lediglich
an, wie, wo und in welchem Ausmal} sich der Doppelsterncharakter auf das Stsbilit
verhalten magnetischer Flugren in der Overshoot-Region auswftkbie Bestimmung
der Ausbruchsregionen an der Sternolgetike ist Gegenstand der nicht-linearen Entwick-
lungssimulationen in Kap. 10.

SWirde die Flussihren-Entwicklung durch die gesamte Konvektionszone streng linear verlaufen, so
wirde die Orientierung der Enveloppe-Maxima die Lage von VorzZuggn auch an der Obérthe anzei-
gen.
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Kapitel 10

Simulationen

10.1 Verfahren

10.1.1 Implementierung des Doppelsterncharakters

Die Erweiterung des Flus@nren-Codes auf Doppelsterne umfasst die vom Begleit-
stern hervorgerufene Gezeitenkrgft,. sowie die aus ihr resultierende Deformation des
Sternlkorpers. Die Gezeitenbeschleunigung hat die Form

iide = 9x(r)oqe’ [3 (e, - e,) e, —e,] + O (¢') . (10.1)

Die Gravitationsbeschleunigung(r) wird einem tabellarisierten Sternmodell entnom-
men, die Gol3ene, ¢, 0, e, unde, wurden in Abschn. 8.1.1 definiert. Zusammen mit der
Zentrifugalbeschleunigung ergibt sich daraus die in Gl. (8.13) angegebene effektive Gra-
vitation g.g.

In dem verwendeten numerischen Verfahren wird die Sternschichtung am Ort eines
Massenelements der Flushre anhand dessen Abstands vom Sternmittelpunkt aus ei-
nem splrisch-symmetrischen Sternmodell bestimmt. Bei der Untersuchung des Doppel-
sternproblems wird nuriif jedes dieser Massenelemente am jeweiligen Ort die geome-
trische Abweichung deAquipotenzialfache von der Kugelform mittels der Radiuskor-
rekturor(r, ¢, A) nach Gl. (8.22) berechnet und bei der anschlieRenden Bestimmung der
externen Schichtung aus dem tabellarisierten Modelldesichtigt. Bei dieser Methode
umgeht man, im Gegensatz zur Gl. (8.19), die Berechnung der Skdlenlentlang der
Flussbhre und die Limitierung (8.28) deraerung. Vor der Berechnung vén erfolgt
die Bestimmung des Faktots = M. /M (r) unter der Annahme einer kugelsymmetri-
schen MassenverteilungufFdas im Referenzfall verwendete Sternmodell (der heutigen
Sonne) gilt innerhalb der Konvektionszone in gutéhidrungs ~ 1 (vgl. Abb. 8.4).

10.1.2 Ausgangssituation in der Overshoot-Region

Ausgangspunkt der nicht-linearen Rechnungen sind toroidale isentropejflessin der

Mitte der Overshoot-Region am unteren Rand der Konvektionszone (vgl. Tab. 9.1). Da
die in Abschn. 9.1 beschriebene Entropievariation des analytischen Gleichgewichts ver-
nachhssigbar ist, &nnen die Ergebnisse der linearen Staftitianalyse aus Abschn. 9.4

109
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ABBILDUNG 10.1: Schematische Darstellung
der Sbrung einer toroidalen Flugdnre (gestri-
chelte Linie) mittels einer Superposition har-
monischer Wellen der azimutalen Wellenzah-
lenm = 1...5 (durchgezogene Linie). Durch
phasengleich&berlagerung entsteht eine Lo-
kalisierung der Sirung um den Phasenwinkel
¢s, die spezifische 8tungsénge. Die Rich-
tung zum Begleitstern beb = 0 wird durch
den zentralen Pfeil verdeutlicht.

als Anhaltspunktiir die Anwachszeiten und die Wahl des zu untersuchenden Parameter-
bereichg B, \) verwendet werden.i die Startkonfigurationen, im Weiteren mit dem In-
dex ‘s’ gekennzeichnet, werden magnetische Féldstn im BereichB, = 7...20-10* G
gewahlt. Die kurzen Anwachszeiten in diesem Intervall lassen erwarten, dass dem Dy-
namoprozess nicht gagend Zeit bleibt um Magnetfelder noch auf wesentlicinére
Feldstirken zu versitrken, bevor die Flus8hren ausbrechen. Die Stalilisanalyse ergab
zwar bei mittleren Breiten (zwischek, = 30...45°) eine Stabili&tsinsel, welche die
Speicherungdiber lange Zeittume auch bei hohen Felddten zu erraglichen scheint.

Wie die Simulationen aber zeigen, kommt es aufgrund einéitzlishen Instabilét, die

im Rahmen der linearen Analyse nicht beksichtigt werden kann, hier dennoch zu Aus-
brichen auf vergleichsweise kurzen Zeitskalen. Auf diese durch Reibungseffekte aus-
geloste Instabiliat wird in Kap. 14 genauer eingegangen.

Das Ziel der Simulationen ist die Untersuchung des Einflusses eines Begleitsterns auf
die Oberfachenverteilung ausbrechender Floksen. WAhrend diese im Einzelsternpro-
blem aufgrund der Rotationssymmetrie nur eine Funktion der Bkagé wird in einem
Doppelstern durch die ausgezeichnete Richtung zum Begleiter ein@nglafkeit von
der Lange¢ in das Problem eingéhrt. Diesem azimutalen Freiheitsgrad muss auch in
der Ausgangssituation innerhalb der Overshoot-Region Rechnung getragen werden. In
den Simulationen geschieht dies mittels der azimutalen Verschiebung einer lokalisierten
Strung der toroidalen Flusséinre um den Stern. Die Anregung einer Instahilgrfolgt
durch die Superposition harmonischer Wellen der azimutalen Wellenzahtenl .. .5
und Amplituden von etwa.01 H,,. Phasengleich&lberlagerung bewirkt eine Lokalisie-
rung der Auslenkung in einer Umgebung der spezifis@®Brungsinge¢, (Abb. 10.1);
als physikalischer Hintergrundif diesen Ansatz diene das Bild der Auslenkung auf-
grund eines aus der KonvektionszoimeerschieRenden Gaselements. Um den Einfluss
des Begleiters auf die Fluggrenentwicklung a@ljuat aufzudsen, ist ein gutes Abtasten
der Langenabéngigkeit notwendig. Dies geschieht mitte(sRechnungen aufsteigender
Flussbhren, deren 8rungszentren sukzessive um jeweils, = 9° verschoben werdén

lWegen der azimutalen-Periodizitit des Doppelsternproblems wird gruatisich nur das kngenin-
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Das Abtasten der Breitenafhgigkeit erfolgt in Schritten vob°® zwischen den Startbrei-
ten); = 0...80°. Um den ortsabéingigen Einfluss des Begleitsterns zu analysieren wer-
den somit pro FeldatkewertB, insgesam0 x 17 = 340 Flussbhren betrachtet, von
denen jede eifi® x 5° grofRes Winkelareal regsentiert.

Das oben beschriebene Winkelraster &spntiert eine umfassende Abdeckuriggin
cher Sbrungsorte magnetischer Fluskren in der Overshoot-Region. Die nicht-linearen
Rechnungen verfolgen deren Aufstieg zur Oldmitile (sofern sie durch died@tng in-
stabil werden) und entsprechen ddsbildungeiner gleichmaf3sigen Ausgangsverteilung
von Flussbhren und Sirungen am unteren Rand der Konvektionszone auf die Ober-
flache. Diese entspricht aber nicht notwendigerweise den zu erwartenden beobachtba-
ren Fleckenverteilungen. Dazwaven zuatzliche Angabeifiber die tatdchliche Situation
in der Overshoot-Region notwendig, wie z.B. die Kenntnis, bei welcher Breite wieviele
Flussbhren mit welchen Feldatken vorhanden sind. Derartige Verteilungen und Eigen-
schaften werden u.a. vom zugrundeliegenden Dynamomechanismus bestimrahand k
ten anhand entsprechender Theorien vorhergesagt werden. Im Weiteren wird keine An-
nahme beiglich der Aumlichen oder zeitlichen Verteilung magnetischer Flalsen in
der Overshoot-Region gemacht, sondern gratalieh davon ausgegangen, dass jede der
untersuchten Parameterkonfigurationen eine potenzielle Ausgangssituation darstellt. In
diesem Sinne liefert die Abbildung der Ausgangsverteilung auf die Globdl Hinweise
auf zu erwartende Ausbruchsortal)s entsprechende Flussringe in der Overshoot-Region
vorhanden sind.

10.2 Ergebnisse im Referenzfall

Die Rechnungen simulieren die Entwicklung magnetischer Fdtassniiber einen Zeit-
raum von maximall0° s (~ 32yr) nach Sérung der toroidalen Ausgangskonfiguration.
Flussbhren, die innerhalb dieses Zeitraums nicht an der Gidrd ausbrechen, werden
in den Verteilungsfunktionen nicht kigksichtigt. Golien, die sich auf den Ausbruch
beziehen, werden mit dem Index gekennzeichnet.

10.2.1 Ausbruchszeiten

Die Abhangigkeit der Ausbruchszeit von der Startbreite, und Anfangsfeldstrke B,
spiegelt in groben dgen die Eigenschaften der Instalditén am unteren Rand der Kon-
vektionszone wider (Abb. 10.2). Im Bereich der Parker-Instdiéi liegen sie typischer-
weise bei wenigen Jahren, in deélhe der Instabil&tsgrenzen sind sie erwartungs@dn
etwas gol3er. Zu lbheren Feldgirken hin nimmt, aufgrund des srkeren magnetischen
Auftriebs deutlich ab. Simulationen in den Instakilginseln beiB; ~ 6 - 10* G und

As =~ 20° ergeben Ausbruchszeiten in derdBenordnung von mehreren hundert Jah-
ren; weitere Untersuchung in diesem Gebiet sind wenig sinnvolliliarhinaus erge-
ben sich einige Besonderheiten, die aus der linearen Sébditalyse nicht ersichtlich
sind. In einzelnen Bereichen kommt es zu Aiigthren, obwohl die lineare Analyse in

tervall ¢ = 0. ..180° untersucht.
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ABBILDUNG 10.2: Ausbruchszeitety, (in Jahren). Die Positionen im Diagramm beziehen sich
auf die Ausgangskonfiguration am unteren Rand der Konvektionszone und stellen keine Brei-
tenverteilung an der Obeéithe dar. Bereiche der Parker-Instaéitlisind grau unterlegt (dunkel:
azimutale Wellenzaht = 1, hell: m = 2).

Abschn. 9.4 dort Quasi-Stabdit (mit Anwachszeiten von etlichai* d voraussagt), bei-
spielsweise in der Stabiditsinsel bei mittleren Breiten und hohen Fedakén oder in
dem schmalen Bereich oberhdity Breite. Die Ausbruchszeiten sind hier zuirerwie-
genden Teil so kurz, dass sie im Widerspruch zu den sehr langen Anwachszstiééien
und daher nicht durch die Doppelstern-typischen Instaksitlateaus hervorgerufen wer-
den (siehe Abschn. 10.3). Eine eingehendere Untersuchung dieser Erschamtmgdif
die Entdeckung einer durch Reibung ausg&dn Instabilét, deren Ursache im aerodyna-
mischen Widerstand einer sich relativ zum umgebenden Medium bewegendebifiessr
liegt. Der qualitative Verlauf inrer Anwachszeiten (Abb. 13.1) ist konsistent mit den hier
auftretenden Ausbruchszeiten.

Der Aufstieg magnetischer Flugémren erfolgt nicht immer kontinuierlich. Bei
Flussbhren mit Startbreiten, = 15...35°, die oberhalbB, > 15 - 10* G instabil wer-
den, kommt die Auf@rtsbewegung im unteren Teil der Konvektionszone oft zeitweise
zum Erliegen und setzt sich erst nach einigen hundert Tagen wieder fort. Die resultierende
zeitliche Verdgerung ist in Abb. 10.2 zu erkennen. Obwohl die linearen Anwachszeiten
in der Nahe des\quators mit denen der bei etwasiteren Breiten liegenden Flugbren
vergleichbar sind, ergeben sichrfderen Aushiiche deutlichdngere Zeitern,. Der ge-
naue Grundiir dieses Verhalten ist unklar.

10.2.2 Breitenverteilungen

Wahrend bei der Sonne dunkle Flecken nur in eirdematorialen Band vott35° Brei-
te zu beobachten sind, zeigen schnell rotierende Sterne typischerweise auch Flecken bei
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ABBILDUNG 10.3: Polvartige Ablenkundg A\, — \s) ausbrechender Fluggiren als Funktion der
Startbreite)s in der Overshoot-Region. Die Symbole markieren verschiedene Betdat bei
By = 9-10* G erfolgt nur fir Flussbhren mit mittleren Startbreiten ein Ausbruch (vgl. Abb. 10.2).
Angegeben werdeitber alle Sérungshngengs gemittelte Werte.

mittleren und polaren Breiten. Diese Erscheinung wird im Rahmen des &fusamo-

dells durch die poharts gerichtete Ablenkung aufsteigender Flaksen aufgrund der
Corioliskraft erkhrt (Sclissler & Solanki 1992). Abbildung 10.3 zeigt die péktige
Verschiebung der Ausbruchsbreilg als Funktion der Startbreit®, fur verschiedene
Feldstrken B;. Bei niedrigen Startbreitef\; < 30°) ist die Ablenkung am gravierend-
sten, sodass in schnellen Rotatoéguatornahe Breiten weitgehend fleckenfrei sein soll-
ten. Dies steht jedoch im Widerspruch zu Beobachtungen, bei denen z.T. auch bei niede-
ren Breiten Flecken gefunden werden. Deren Existenz ist im Rahmen desORhassr
modells nur mittels Transport durch Obadhensimungen zu erldren. Die Ablenkung
nimmt mit der Startbreite deutlich ab. In mittleren Breiten &gtrsie nur noch weni-

ge Grad und bei@heren Breiten und am Pol tritt praktisch gar keine Ablenkung mehr
auf. Oberhallx0° scheinen Flusshren ungedhr bei den Breiten auszubrechen die ih-
ren urspanglichen Startbreiten innerhalb der Overshoot-Region entsprechen. iigs w
bedeuten, dass polare Flecken durch einen Dynamomechanismus bei sehr hohen Breiten
erzeugt werden. Da bei den Simulationen jedoch keine meridionaden8tigen inner-

halb der Konvektionszone kgksichtigt wurden, ist nicht auszuschliel3en, dass Flecken
moglicherweise bei niedrigeren Breiten ausbrechen und erst danach Richtung Pol driften;
diese Moglichkeit wird auch von Schrijver & Title (2001) in Betracht gezogen. Insbe-
sondere bei kleinen Breiten nimmt die Ablenkung mit wachsender Rekdstab, da der
groRere magnetische Auftrieb den Aufstieg in &psch-radialer Richtungdtker voran-

treibt.
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10.2.3 Langenverteilungen
Zur Analyse des Einflusses des Begleitsterns

Abbildung 10.4 zeigt exemplarischeahgenverteilungen von Ausbruchsortep als
Funktion der Sirungshénge ¢,; die Falle unterscheiden sich in den Startparametern
(Bs, As). Generell bricht eine Flusdhre wegen des Wellencharakters deraagfichen
Instabilitat und der asymmetrischen Entwicklung in den beiden Flanken der aufsteigen-
den Schleife nicht bei der &ungsingeq¢,, sondern bei einer andererahge¢, aus.
Verschiebt man in einem Einzelstern diefingsinge umAg,, so wird die Entwick-

lung wegen der Axialsymmetrie des Sterns nur zu einer entsprechenden Verschiebung
A¢, = A¢, des Ausbruchsortdihren. Dieser einfache Sachverhalt wird in Abb. 10.4
durch gepunktete Linien veranschaulicht. In einem deformierten Doppelstern existieren
hingegen&ngenabléingige Umgebungsbedingungen und Gezeitiditdrwelche die Ent-
wicklung der Flussihre wahrend des Aufstiegs beeinflussen und sich bis zur Globel

Zu einer vong, abhangigen Verschiebung des Ausbruchsortes aufsummieren. Die Aus-
bruchshngeng,, in Abb. 10.4 durch Kreuze gekennzeichnet, weichen folglich von de-
nen des entsprechenden Einzelsternproblems ab. Die Stetigkeit und Periadiziticht-
linearen Funktiony,(¢s) erlaubt die Interpolation weiterer Ausbrucéisgen und deren
anschlielende Zusammenfassung in einem Histogramm. Diese Verteilungsfunktion gibt
Hinweise auf die Existenz und Lage vblaufungspunkterdie anzeigen, ob und bei wel-
chen Langen Flussihren vermehrt die Obeéthe erreichen. Im oberen Diagramm der
Abb. 10.4 ist die Abweichung vom linearen Verlauf eines Einzelsterns gering, weshalb
die resultierende Verteilung nur eine eher unalliffe Verringerung von Auslichen in

der Umgebung der Quadraturpunkte und eine entsprechend schwadmeiighum die
Verbindungslinie zeigt. Im mittleren Diagramm ist die Abweichung deutliénkstr und
bewirkt einen sehr ausgeigten Haufungspunkt am Quadraturpunkt. Im unten darge-
stellten Fall ergeben sich hingegen zweiufungspunkte, die ein Intervall bevorzugter
Ausbruchshngen von einem trennen, welches offenbar gemieden wird. Der Verlauf von
¢a(¢s) ist nicht bei allen Ausgangskonfigurationen stetig und die daraus resultierenden
Verteilungsfunktionen so klar strukturiert wie in Abb. 10.4; auf diese Soatderird
weiter unten in Abschn. 10.2.4 genauer eingegangen.

Mittlere Startbreiten ( A = 30...60°)

Am auffalligsten zeigt sich die Wirkung des Begleitsterns bei Flilsgn mit mittleren
Startbreiten, die aufgrund der Parker-Instadilimit azimutaler Wellenzahh = 2 aus-
brechen (Abb. 10.5). Hier findet mairfalle Ausgangskonfigurationen Vorzu@gsgen,
die einesystematischébhangigkeit von der Feldatke B, und Breite\; erkennen las-
sen. lhre Ausgigung nimmt zu bheren Startbreiten hin deutlich ab. Am markantesten
sind sie bei\s = 35...40°, wo ein Grof3teil aller Flusshren innerhalb Bngenintervallen
von etwa20 . .. 30° ausbricht. Teilweise treten so starke Konzentrationen auf, idlaess
ein Drittel — in Einzel&llen sogar fast die &lfte — aller Flussbhren innerhalb eines nur
9° umfassenden &ngenintervalls lokalisiert sind. Zubheren Startbreiten hin weichen
diese lokalisierten Vorzugghgen zusehends auf und nehmen edfdgres Intervall ein,
wobei die Haufungen aber nach wie vor signifikant sind.
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ABBILDUNG 10.4: Beispiele iir Verteilungen von Ausbructihgen ¢, als Funktion der
Storungshnge¢s. Kreuze markieren gerechnete Flugsenentwicklungen, durchgezogene Li-

nien den interpolierten, nicht-linearen Verlapf(¢s) beim Doppelsternproblem und gepunkte-

te Linien den linearen Verlauf des trivialen Einzelsternproblems. Relevant ist nur die gestrichelt
umrandete Zone, die umliegenden Bereiche sind periodische Fortsetzungen dieses Gebiets. Das
grau unterlegte Histogramm gibt die normierte Verteilung der Ausbraobsh in9° breiteng,-
Intervallen wieder (es gelten die Zahlenwerte auf der Abszisse).
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ABBILDUNG 10.5: Langenverteilungen ausbrechender Flolssgn mit mittleren Startbreiten

As = 30...60°. Die Farbkodierung am oberen Rand gibt den Anteil aller bei eff&r \s)-
Konfiguration startenden Fluggiren an, die im jeweiligeA° umfassendem,-Intervall ausbre-

chen; die bei jeder Konfiguration angegebene Zahl den entsprechenden maximalen Prozentwert.
Schwarze, vertikale Linien markieren die Grenze zwischen Parker- upich@tigsinstabilét. Die
Verteilungen bei; = 30...35° und B, > 17 - 10* G gehbren zu den Sondéifien.
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Eine wichtige Frage ist die nach der Phasenlage von Vorangsh in Bezug auf den
Begleitstern bei» = 0. Anhand Abb. 10.5 ist zu erkennen, dass gréanzighalle Orien-
tierungeny,, in Abhangigkeit von der AusgangskonfiguratioBy, \s) in der Overshoot-
Region in Frage kommerdknen . kr Feldsarken etwas oberhalb der Instalgitigrenze
tritt typischerweise zuerst eine Verschiebung dé@ufdngspunkte zu kleinererdhgen
¢, auf, d.h. entgegen dem Rotationssinn des Sterns. @eren Feldsirken kehrt sich
dieser Trend i.Allg. um und die Verschiebung erfolgt mit zunehmender RBekesim Ro-
tationssinn. Die Ausgrgung dieses Verhaltens ist deutlich breitergadgiig. Bei niedrigen
Startbreiten wandern#ifungspunkte bereits bei eifénderung vomA B, ~ 5-10° G et-
wa um die halbe Hemisine, wahrend bei bheren Breiten die Magnetfeldadnigigkeit
wesentlich kleiner ist undik \; = 60° praktisch verschwindet; bei diesen Startbreiten
scheinen Vorzugahgen am ehesten hiegdlich der Lage des Begleitsterns fixiert zu sein.
Die Verschiebung &ngt offenbar mit der Auspgung der Hufungspunkte zusammen:
Die markantesten be\; = 35...45° zeigen eine empfindliche ABingigkeit ihrer Ori-
entierung von der Felditke, die schécheren beh, ~ 60° dagegen nur eine minimale,
wenniberhaupt.

Aufgrund der Stomungsinstabilat brechen Flusséhren auch in Bereichen aus, die
hinsichtlich der Parker-Instabiit stabil sind, wie z.B.tr B, > 16 - 10* G bei40. . . 45°
Startbreite. Deren Verteilungsfunktionen unterscheiden sich qualitativ deutlich von de-
nen benachbarter ‘Parker-instabilen” Ausgangskonfigurationen. Sie wigewiegend
von ausgedehnten Vorzugsintervallen dominiert, bei denen weniger die Bevorzugung als
vielmehr die Meidung bestimmterangen aufillt. Eine lbergeordnete Systematik ihrer
Orientierungen ist aus den wenigeallen jedoch nicht zu erkennen.

Hohe Startbreiten (A = 65...80°)

Im Parameterbereich der Parker-Instaéilinit m = 1 sind bei der bchsten untersuch-
ten Startbreite\, = 80° in den LAngenverteilungen keineddfungspunkte zu erkennen
(Abb. 10.6). In darunterliegenden Breiten, im Bereich dedi@tingsinstabildt, zeigen
sich besonders bei kleineren Felttgken markante Vorzugshgen und -intervalle, die sich
aber mit wachsenderi, rasch zuiickbilden. FEir A, = 70° und75° findet man deutliche
Haufungspunkte, in denen innerhadlbbreiter Langenintervalle teilweiséber20% aller

bei dieser Breite ausbrechenden Flogsen konzentriert sind. Béb° zeigen die Vertei-
lungsfunktionen einen deutlichésbergang von schiicher ausgepgten Vorzuggéingen
(bei hohen Feldgrken)iber eine sehr stark lokalisierte (bei mittleren) hin zu Vorzugs-
intervallen; dieser kontinuierliche Verlauf ist vergleichbar mit den in Abb. 10.4 von oben
nach unten aufgé&hrten Rllen. In diesen dheren Breiten scheint die Orientierung von
Vorzugshngen ohnéibergeordneter Systematik zu seiiir F5° Startbreite wird zwar die
Umgebung der Quadraturpunkte etwas bevorziigt\f = 65° und 70° sind die Vertei-
lungen aber wesentlich uneinheitlicher.

Niedere Startbreiten (A = 0...30°)

Die Langenverteilungeaquatorialer Startbreiter\( < 10°) zeigen kaum nennenswerte
Haufungspunkte. Lediglich bei vomquator startenden Flusdiren geringer Feldatke
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ABBILDUNG 10.6: LAngenverteilungen ausbrechender Fldissen bei hohen Startbreiteis(=
65 ...75°). Lediglich beils = 80° ist die Ausbruchsursache die Parker-Instadtilinit Wellenzahl
m = 1, ansonsten die Simungsinstabilit.

(B ~ 10.5 - 10* G) und solchen am oberen Ende des untersuchten Magnetfeldintervalls
scheinen einige &ngenbereiche hervorzutreten. Flégsen mit Startbreiten zwischen
15...25° werden erstiir FeldsarkenB, > 15-10* G instabil und beginnen ihren Aufstieg
dann aufgrund der Parker-Instal@litmit der Wellenzahin = 2. In diesem speziellen
Parameterbereich sind fast alle Ausbruchsverteilungen uneinheitlich.

10.2.4 Zur Entstehung von Vorzugshngen und Sonderéllen

Die Modifikation der Flusgihrenentwicklung durch den Begleitstern ist gruatdsch
ein kumulativer Effekt, der sich von der Overshoot-Regidrer die gesamte Konvekti-
onszone bis zur Obeéthe erstreckiMarkante Vorzuggingenentstehen dabei fast aus-
schlief3lich bei Flusgihren die mit azimutaler Wellenzahl = 2 aufsteigen. Im Gegen-
zug zeigen Flusshren der Wellenzahh = 1 meist keine Anzeichen einer inhomogenen
Langenverteilung. 8tungen der Wellenzahh = 2 reagieren wegen der Kongruenz zur
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ABBILDUNG 10.7: Vergleich von Aufstiegstrajektorien in einem regeh Fall (inks) und ei-
nem Sonderfallrechtg. In beiden Rllen wurde von der25 berechneten Trajektorien jeweils
die anfingliche Verschiebungen; abgezogen, sodass alle Kurven vom selben Punkt in der
Overshoot-Region ausgehen. Das im régeh Fall kontinuierliche bzw. im Sonderfall irreguoé
Auseinanderdriften der Trajektorien mit zunehmendem Radigsht auf den kumulativen Ein-
fluss des Begleitsterns ziak.

azimutalenr-Periodizitit der ur&chlichen Variation des Doppelsternproblems besonders
empfindlich und nachhaltig auf diedenz des Begleitsterns. Diese Resonanz ist vermut-
lich der Hauptgrundir das Auftreten der — im Veditnis zum Einfluss der formalen
GroRenordnung(€?) < 1072 — stark ausgegigten Vorzugsgingen.

Aus den Simulationen ergeben sich aber nicht immer kontinuierliche Funktionen
¢a(0s) wie in Abb. 10.4. fr einige AusgangskonfigurationéBy, \;) existieren z.B. nur
stiickweise stetige Vedlufe, die durch Sjpinge voneinander getrennt sind, andere zeigen
mehrmalige, willkirliche Wechsel zwischen verschiedenen &efén und wieder andere
nur noch unsystematische Verteilungen, die keine Anzeichen deringdjmh stetigen
Verschiebunger\ ¢, mehr erkennen lassen. Im Referenzfall begoken sich dies8on-
derfalle auf den ParameterberefcB, > 15-10* G und )\, ~ 15. .. 35°. Moglicherweise
stellt deren atypisches Verhalten in diesem speziellen Bereich ein Analogon zur Reso-
nanzkatastrophe eines oszillierenden Systems dar. In Abb. 10.7 wird die Entwicklung des
jeweils hchsten Flusgihrenelementdir einen repiisentativen Regelfall bzw. Sonderfall
gegeribergestellt. Von den Trajektorien wurde jeweils diegangfiche Verschiebung,
abgezogen, sodass sie alle am selben Punkt in der Overshoot-Region beginnen; das Aus-
einanderdriften der Veiufe ist ein Mal3iir den kumulativen Einfluss des Begleitsterns.
Bei der Bildung regudrer Vorzugsingen wird die Flusshrendynamik bei benachbar-
ten Sbrungsingeng, durch den Begleitstern nur soweit modifiziert, dass sich die zeit-
lichen Entwicklungen weitgeherihneln und im Resultat eine stetige Modifikation der

2Der selbe Bereich zeichnet sich bei den Ausbruchszejtelurch den veriagerten Aufstieg magneti-
scher Flussihren aus. Es ist nicht klar ob dies eine Ursache, Folge oder Begleiterscheinung derélenderf
ist.



120 KAPITEL 10. SIMULATIONEN

Ausbruchshngen¢, ergebenUberschreiten diese Modifikationen jedoch eine kritische
Grenze, so kann die nicht-lineare Entwicklung schon durch sehr kfgiderungen in
vollig andere, irregulre Bahnen gelenkt werden; kleidaderung tihren aufgrund des
kumulativen Charakters schnell zu groRen Abweichungen.

Aus demm = 2-Charakter der Instabikt folgen in der unteren Konvektionszone z.B.
oft Phasensjinge des geometrisctbbhsten Punkts der Fluggme. Aus dem afding-
lich toroidalen Flussring bilden sich an gegéerliegenden Stellen zwei Schleifen, de-
ren Auslenkung adnglich von vergleichbarer GBenordnung ist und zwischen denen
die Rolle der dominierenden Schleife solange hin und her wechselt, bis sich letztlich ei-
ne durchsetzt und an der Obadhe ausbricht. Im Anfangsstadium dieser Entwicklung
gerugt bereits eine kleine Modifikation, wie sie etwa der Begleitstern bei Fibhssn mit
verschiedenen 8tungséngen hervorrufen kann, um durch einen&akchen Wechsel
der dominierenden Rolle einen Phasensprung in der Ausbruchsverteilung zu erzeugen.

10.2.5 Oberfachenverteilung

Im Gegensatz zu den Abschnitten 10.2.2 und 10.2.3, in denen Breiten-aumpkhver-
teilungen jeweils separat betrachtet wurden, wird nun die resultie@agamyerteilung
ausbrechender Fluggren dargestellt. Die Abbn. 10.8 und 10.9 zeigen Oaelnknver-
teilungen in fachentreuen Polarprojektioneir fdie FeldsirkebereicheB;, = 8...13 -
10*G bzw. 14...20 - 10* G, in denen Ausbruchsorte in einem dem Ausgangsraster in
der Overshoot-Region entsprechenden Winkelrastei9%on 5° zusammengefasst sind.
Aufgrund der polvartigen Breitenablenkung und desfenabéngigen Einflusses des
Begleitsterns weicht die Obeitthenverteilung von der gleicladiigen Ausgangsvertei-
lung am unteren Rand der Konvektionszone erheblich ab. Es existieren Gebiete, in denen
sich Ausbiiche konzentrieren, und andere, die valgtig gemieden werden, wie bei-
spielsweise der weitgehend ausbruchsfreiet@ unterhalb von etwa5° Breite.

Vorzugskngen und ihre Magnetfeldadhgigkeit sind in zweidimensionalen Ober-
flachenverteilungen weniger deutlich erkennbar als in den jeweiligagénverteilungen,
da die Zahl der Ausliiche nuriiber ein gol3eres Gebiet gemittelt wird. Durch dia¢hen-
treue Projektion wird dieser Effekt veéskt, weil der systematische Eindruck in mittle-
ren und hohen Breiten, der sich bei den eindimensionalen Verteilungen ergab, wegen der
kleineren Oberfichenanteile gegéber dem besonders beitfferen Feldsrken unsy-
stematischen Verhalten in niederen BreitenUzutritt. In dem aus physikalische Sicht
relevanten Bereich kleiner Feldsken ist das Gesamtbilibersichtlicher.

Die meisten der untersuchten Fluslsren geringer Feldatke (B, < 9 - 10* G) sind
stabil und brechen innerhalb des vorgegebenen Zeitrahmens nicht aus. Diejenigen, die
instabil werden und aufsteigen, erreichen die Okehi¢ bei mittleren Breiten. Ab etwa
10-10* G kommen Aushiiche bei niedrigeren und dlt . . . 12- 10* G auch bei hohen und
polaren Breiten hinzu. Es ist haugthlich auf die Sttmungsinstabilét zuickzuftihren,
dass sowohlidr hohe Feldstrken als auch bei hohen Breiten die Zahl ausbrechender
Flussbhren relativ grol3 ist. Sie bewirkt bei urgimglich als stabil eingestuften Aus-
gangskonfigurationen Audiiche auf vergleichsweise kurzen Zeitskalen. Vorzaggén
bei mittleren und hohen Breiten gehen auf Instadiéih mit Wellenzahin = 2 zurick,
wobei die Parker-Instabibit fir die systematische Magnetfeld@oigigkeit verantwort-
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ABBILDUNG 10.8: Oberfaichenverteilungen ausbrechender Fldissgn mit Ausgangsfelditken

By = 8...13-10* G (flachentreue Polarprojektion desndlichen Hemispare). Der Begleitstern

liegt in Richtung0° und die Quadraturpunki@; » entsprechend b@&0° und270°. Die Rotation

des Sterns erfolgt entgegen dem Uhrzeigersinn. Die Farbkodierung in Abb. 10.9 gibt die Anzahl
ausbrechender Fluggiren innerhalb von Obeé#ithenarealen mit° Langen- und° Breitenaus-
dehnung an und bezieht sich auf insgeségtt Flussbhren 840 individuelle Simulationen im
Langenintervall . .. 180°). Der prozentuale Anteil der innerhalb eines Simulationszeitraums von
10? s (=~ 32 yr) nicht ausbrechenden Flugsren ist jeweils in Klammern angegeben.
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B,=1410*G (15%) B.=1510*G ( 5%)
270 270

B.=1610*G ( 8%) B.=1710*G ( 5%)
270 270

B.=20-10*G ( 0%)
270

ABBILDUNG 10.9: Oberfaichenverteilungen ausbrechender Fldissgn mit Ausgangsfelditken
By =14...20-10*G.
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lich ist. Die bei niedrigen Ausbruchsbreiten dominieremde= 1-Instabilitat erzeugt
hingegen keine signifikantenddfungen. Mit dem Einsetzen weitgehend unsystemati-
scher Aushiiche ab etwd5 - 10* G wird die Oberfachenverteilung unterhaliy)°® Breite
uneinheitlich.

10.3 Abhangigkeit von der Umlaufsperiode

Um den Einfluss der Umlaufsdauérozw. des Abstands des Begleitsterns auf die Aus-
pragung und Verteilung von Vorzugsigen zu untersuchen, wurden im Parameterbereich
As = 0°...80° bzw. By = 10...15 - 10* G vergleichbare Simulationerif7 = 5d und

1 d durchgeiihrt; die entsprechenden Sternabsde sind: ~ 5.3 R, bzw. 15.5 R,

Im Fall T = 5d zeigen die langenverteilungen ausbrechender Floissen Uber-
wiegend keine signifikanten Vorzu@sigen. Lediglich bei Startbreiten van©, 30° und
60° sind an der Instabiliitsgrenze einige markantétfungen zu finden. Vorzugsigen
scheinen beidngeren Rotationsperioden zwar noch gratzigeh nbglich zu sein, im
Vergleich mit dem selben Parameterbereich des Referenzfalls treten sie dann aber sehr
viel sporadischer und ohnébergeordneter Systematik auf. BEi = 2d offenbaren
Flussbhren mit Startbreiten unterhallh® abermals einen unstetigen Verlauf der Aus-
bruchshngeny.(¢s), sodass ein direkter Vergleich zwischen allen drei Umlaufsperioden
nur fur mittlere Breiten mglich ist (Abb. 10.10). Die Ausjagung von Vorzuggingen
und -intervallen nimmt mit abnehmender Umlaufsperiode erwartungg@etautlich zu.
Wahrend bei langer Rotationsdauer praktisch keidefbingen vorhanden sind, existie-
ren im Referenzfall deutliche Vorzugsigen, die sichiir kiirzere Rotationsdauern noch
starker ausgigen. DiesetJbergang ist qualitativ mit den dreialfflen in Abb. 10.4 ver-
gleichbar, der in diesem Fall dem wachsenden Einfluss des Begleitsterns mit abnehmen-
dem Sternabstandzuzuordnen ist.

Ein Vergleich des Ausbruchsverhaltens bei hohen Startbreites- (65 . . . 75°) gibt
einen wichtigen Hinweis auf den Instakdlistyp in diesem ursfinglich als quasi-stabil
eingestuften Parameterbereichalivend beil” = 5d alle betreffenden FlusShren aus-
brechen, erreicht béi' = 1d keine von ihnen die Obed#the. Im Referenzfall liegt die
Instabilitatsgrenze hingegen bBi, ~ 12 - 10* G. Folglich verschiebt sie sich mit zuneh-
mender Rotationsdauer zu kleineren Feldstn. Dieses Verhalten steht aber im Gegen-
satz zu den Ergebnisse der Stahtktanalyse in Abschn. 9.4.3, nach denen sich die vom
Begleitstern hervorgerufenen Instaldtgplateau bei hohen Breitedrfgrof3e Umlauf-
sperioden zurckbilden. Die Stdtmungsinstabiléat hingegen liefert in diesem Fall eine
Destabilisierung (vgl. Abschn. 13.2), d.h. einen qualitativen Verlauf, der konsistent mit
den Simulationen ist. Urspinglich als (quasi-)stabil eingestufte, aber dennoch ausbre-
chende Flusgihren verdanken ihren Aufstieg tathlich der Sitmungsinstabiléat und
nicht den Doppelstern-bedingten InstaBitgplateaus.

3Sternmassel(, = 1 M) und Massenveditnis (7 = 1) wurden beibehalten
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ABBILDUNG 10.10: Langenverteilungen von Fluggmren mit mittlerer Startbreiten bei Umlaufs-
dauern’ = 1d,2d und5d (vonlinks nachrechty. Leere Felder markieren Konfigurationen bei
denen innerhalb des Simulationzeitraums ¥6hs kein Ausbruch erfolgt.

10.4 Diskussion

Magnetische Flusshren in der Konvektionszone von engen Doppelsternen werden
wahrend ihres Aufstiegs durch diedBenz des Begleitsterns nachhaltig beeinflusst. Die
Brechung der Axialsymmetrie stelliif ihnre Entwicklung ein zu#zliches Charakteristi-

kum dar, welches trotz seiner geringenoGe zu makroskopischen Effekteimhft, die

sich qualitativ von den bisher betrachteten deutlich unterscheiden: Durch die Gezeiten-
kraft und Deformation des Steraipers entstehen in Oberfihenverteilungen ausbre-
chender Fluséihren Inhomogeritten in Form von lokalen Konzentrationen und bevor-
zugten bzw. gemiedenen Bereichen. Der Beobachtungsbefund, dass Fleckenherde oftmals
an etwal 80° auseinanderliegenden Stellen auf der OBehfe lokalisiert sind, wird durch

die dominierender-Periodiziit der Gezeitenwirkung sehr gut ek,

Der Gezeiteneinfluss auf ausbrechende Falsgn tangt von der azimutalen Wel-
lenzahl ihrer Entwicklung bzw. u&ehlichen Instabildt ab. Dies zeigt sich beson-
ders deutlich bei Flus8hren, die ihren Aufstieg aufgrund der Parker-Instaddilinit
m = 2 beginnen: lhre dominierende Struktur mit zwei gdgiegrliegenden, aufsteigen-
den Schleifen eriglicht eine effektiveresonantéNechselwirkung mit dem kongruen-
ten, m-periodischen Einfluss des Begleitsterns, der siéhnend des Aufsteigs von der
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Overshoot-Region bis zur Obetrfihe aufsummiert. Sie zeigen markante Ausbruchskon-
zentrationen in z.T. sehr kleinen, bevorzugtémgenintervallen, deren Orientierung sy-
stematisch von der Anfangsbreite und -fefake ablngt. Offenbar gibt es keine feste
Ausrichtung von Vorzuggéingen beiaglich des Begleitsterns. Ihre — mit wachsender
Feldstrke Uberwiegend im Rotationssinn des Sterns erfolgende — Verschiebung kann
allerdings bei manchen Breiten so klein sein, dass diese Voémggsh relativ zum Be-
gleiter nahezu fixiert sind. Im hier untersuchten Referenzfall sind die entsprechenden
Haufungen (bei\; ~ 60°) zwar nur schwach ausg&gt, aber da in diesem Breiten-
bereich Flusgrhren unterschiedlicher Feldske offenbar die selbe Vorzugsige haben,
konnen sich bei dieser Stelle an der Ol@affle dennoch signifikante Fleckenherde bilden.
Die Existenz von fixierten Vorzugghgen kann deshalb nicht gruatidich ausgeschlos-

sen werden. Instabile Fluggiren mit der azimutalen Wellenzahl = 1, die Uberwie-

gend von niederen und sehr hohen Startbreiten aus aufsteigen, reagieren weitestgehend
unempfindlich gegdiber der Gezeitenwirkung und tendieren kaum zur Bildung von Vor-
zugshngen. Im Gegensatz dazu stehen die nur schwer einzuordnenden Sikadbafen
irregulares Ausbruchsverhalten sich nachhaltig auf die resultierenden &ibernfivertei-
lungen (vorzugsweise bei niederen Breiten) auswirkt, und deren Rolle nicht befriedigend
geklart ist. Thre mit abnehmender Rotationsperiode wachsende Zahl legt die Annahme
nahe, dass durch die zunehmende Gezeitenwirkung laglicherweise die Vorausset-
zung fur eine kontinuierliche Ablingigkeit der Ausbruchsposition von der Anfangskon-
figuration nicht mehr gegeben ist und die nicht-lineare Entwicklung chaotis@ufabl

Da sie keinelibergeordnete Systematik erkennen lassen, ist anzunehmen, dass letztlich
alle Ausbruchsingen gleichwahrscheinlich und etwaig@uflungspunkte darstellungs-
bedingt sind und im Grenzfall unendlich vieler Simulationen verschwinden. Eine syste-
matische AbBAngigkeit von der Ausgangskonfiguration konnte nur im Parameterbereich
der Parker-Instabilétt mitm = 2 bei mittleren Breiten gefunden werden. In ‘benachbar-
ten’ Parameterbereichen der@trungsinstabildt zeigen ausbrechende Flugsren zwar

auch markante Inhomogeaien, allerdings ohnabergeordnete Systematik. Dieses un-
terschiedliche Ausbruchsverhalten weist darauf hin, dass déchlishe (auftriebs- oder
stromungsbedingte) Instab#éitsmechanismus einen starken Einfluss auf die charakteri-
stischen Eigenschaften von Vorzugsien hat.

Die Simulationen begtigen erwartungsged® den wachsenden Einfluss des Begleit-
sterns auf die Ausbruchsverteilung béirkeren Rotationsperioden, d.h. kleineren Stern-
abstinden. Vhrend @ir 7' = 5d nur sporadische Ausbruchskonzentrationen auftreten,
zeigen sie sichifr T = 2d bei eineriiberwiegenden Zahl von Ausgangskonfiguratio-
nen bereits systematisch und stark lokalisieiit. lirzere Rotationsperioden gehen sie in
Vorzugsintervalldiber, was generell mit einer Aufweichung der Ausbruchskonzentration
verbunden ist. Nebendfen, in denen sich Ausbichetber einen nur etwa0° breiten
Bereich verteilen, zeigen die Simulationeém " = 1 d auch Vorzugsintervalle, diéber-
wiegend durch die offensichtliche Meidung des verbleibendergenintervalls auffallen.
Die Zahl der untersuchten Ausgangskonfigurationen ist zwar zu gering, um eine umfas-
sende Aussage vorzunehmen, aber scheinbar gibt es einen TrendimkgaRy stark
lokalisierter Faufungen von Ausbruchsorten.

Der tatsichliche Ausbruchsort einandividuellen Flussbhre wird aufgrund se-
kundarer Einflsse, wie beispielsweise der Wechselwirkung mit turbulenten Konvek-
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tionsbewegungen, der differentiellen Rotation, meridionalebn@tngen oder anderen
Magnetfeldkonzentrationen von den simulierten Ausbruchsorten abweichen. Da aber die
meisten — vielleicht sogar alle — dieser atdichen Einflisse in erster Bherungaxi-
alsymmetrischdodifikationen darstellen, werden sie bei einer gro3en Zahl ausbrechen-
der Flussbhren nicht in der Lage sein den charakteristischen Doppelsterncharakter zu
Uberdecken; in diesem Sinne machen die ResudtatiéstischeAussageriber eine hin-
reichend grol3e Zahl vergleichbarer Flugsen. Die ermittelten Obeé#thenverteilungen
basieren auf der Annahme einer gleicifsigen Verteilung von Flussinren (und ihrer
Auslenkung aus der toroidalen Gleichgewichtslage) innerhalb der Overshoot-Region. Mit
zusatzlichen Informationefiber die zeitliche,aumliche und Feldatken-Verteilung der
Ausgangskonfigurationerbknten daraus konkrete Fleckenverteilungen konstruiert wer-
den. Zieht man etwa, wie im Fall der Sonne, einen zyklischen Dynamomechanismus in
Betracht, der eine Verdtkung magnetischer Felder am unteren Rand der Konvektions-
zone in periodisch variierenden Breiten hervorrfyy(amowell§ so wirde sich die re-
sultierende Orientierung von Vorzugsigen an der Obeéthe aufgrund ihrer systema-
tischen Abfangigkeit von der AusgangskonfiguratioB, \) kontinuierlich verschieben

und zu einer Migrationithren, die bei Feldverdtkung iberwiegend in Richtung der
Sternrotation erfolgtUblicherweise wird dieses tatshlich beobachtete Bhomen mit
einer differentiellen Rotation des Sterns érk| die im vorliegenden Modell aber nicht
enthalten ist.
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Kapitel 11

Einleitung und Motivation

Ein wichtiger Aspekt der idealen Magnetohydrodynamik ist das Konzept der ‘eingefro-
renen’ Magnetfeldlinien: Entlang der Feldlinien kann sich das Plasma vom Magnetfeld
unbeeinflusst bewegen,ahrend es bei Bewegungen senkrecht dazu die Feldlinien mit
sich zieht. Bei einer Bewegung der Flusisre relativ zu ihrer Umgebung, mit der Ge-
schwindigkeitv, = (v; —v.),, kann Plasma im Innern den Magnetfeldbereich nicht
verlassen und externe Materie nicht darin eindringen; es setzt einedsmstg der Rhre
ein. Simulationenaumlich aufgebster Flussihren zeigen, wie diese durch die Wechsel-
wirkung mit der Umgebung verformt werden und fragmentierénrien (z.B. Sclissler
1979, Longcope et al. 1996), wenn nicht eine Transversalkomponente des Magnetfelds
dem entgegenwirkt und die lokale Konzentration des longitudinalen Feltesrungs-
weise erklt (Emonet & Moreno-Insertis 1998, Fan et al. 1998, Abbett et al. 2000, 2001).
Ein derartiges Verhalten kann im Rahmen dé&hirung dnner Flussihren jedoch nicht
beschrieben werdén

Fur Rohrensegmente, deren Bogiemyje im Vergleich zu ihrem Kimmungsradius
sehr klein istahnelt die Situation der eines Zylinders, der in der Richtung senkrecht zu
seiner Hauptachse umaint wird. Aus der Hydrodynamik ist bekannt, dass die sich ein-
stellende Sttmung und deren ikkwirkung auf den Zylinder durch die dimensionslose

Reynoldszahl

Re = 114 (11.1)

14

charakterisiert wird. Dabei istder Durchmesser des Zylinders undie molekulare Vis-
kositat des Mediums. i Re < 1 ist das Stdtmungsprofil vor und hinter dem Zylinder
symmetrisch; es liegt eine so genannte Kriedrating vor. Bei etwasdheren Werten
(Re > 1...4) bildet sich hinter dem Zylinder ein mit der Reynoldszahl anwachsender
Totwasser-Bereich mit gegeénlfigen Verwirbelungen. Bei turbulenten &trungen mit

Re > 10?...10% werden kontinuierlich Wirbel aus diesem Bereich abgelind davon-
getragen; es bildet sich diedkmansche Wirbelstral3e. Die Asymmetrie im Geschwin-
digkeitsprofil vor und hinter dem Zylinder erzeugt eine Druckdifferenz, die eine Wider-
standskrafttp, auf den Zylinder aught. Diese Kraft Angt von den Stmungsverhlt-

Die Naherung geht davon aus, dass Flaksen ihren zirkularen Querschnitéstig beibehalten und
der lokale Radius sich aus dem lateralen Druckgleichgewicht und der Erhaltung des magnetischen Flusses
ergibt.

129
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ABBILDUNG 11.1: Widerstandsbeiwefip als Funktion der Reynoldszahl (aus: Cooper & Alley
1994). In dem Regime Stokesscher Reibuitig< 1 folgt flir den VerlauiC'r o 1/Re. Oberhalb
einerUbergangsregion aBe > 102 ... 103 gilt fur Zylinder und KugelCp ~ 1.

nissen (laminar oder turbulent) in deiirthen Prandtischen Grenzschicht ab und ist so
orientiert das sie der Ursache ihrer Entstehung, der relativen Geschwindigkeitsdifferenz,
entgegen wirkt: Es isfp o« —V, mit [V | = 1. Die GioRe vonf wird Ublicherweise
durch den dimensionslosen Widerstandsbeiwert

_ |fplA
spvid

Co (11.2)

beschrieben, der nur von der Reynoldszahléaighh und durch Messungen bei verschie-
denen Sthmungssituationeruf das jeweilige Objekt empirisch bestimmt wird. Dabei ist
A die Querschnittsfiche undd der Durchmesser des Zylinders. Abbildung 11.1 zeigt
den typischen Verlauf von'p (Re) fur verschiedene geometrische Objekte. Im Bereich
10> < Re < 2...3-10% ist Cp ~ 1 und die Widerstandskraft folgt dem Gesetz der
Newtonschen (turbulenten) Reibung

fp ox 03V, . (11.3)

Im Bereich kleiner Reynoldszahle¢ < 1) befindet man sich hingegen im Regime
Stokesscher Reibung und es @ity < 1/ Re, woraus folgt

fD X —’UJ_‘A/J_ . (114)

Fur die numerischen Simulationen im Rahmen dieser Arbeit wurde gataioty davon
ausgegangen, dass die@trungsverhltnisse um aufsteigende magnetische Fllsan
in der Konvektionszone im Bereich grol3er Reynoldszahlen liegerf yrtirch den ae-
rodynamischen Stmungswiderstand (11.3) mitp, = 1 adaquat beschrieben wird. Der
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Einfluss der in der Konvektionszone teilweise deutlidhérerturbulentenviskositat auf
den Stbmungswiderstand wurde von Moreno-Insertis (1984) genauer untersucht. Die re-
sultierenden Unterschiede zur obigen Annahme sind jedoch klein (Caligari 1995).

Aus der Verwendung von Gl. (11.3) ergibt sich, dass der Einfluss dém8irgs-
widerstandd', in der linearen Stabiliitsanalyse nicht backsichtigt wird. Bei toroida-
len Flussohren im statioaren Gleichgewicht tritt keine Relativbewegung der Flokees
senkrecht zu ihrer Umgebung auf, d.h. im Gleichgewichtvisy = 0. Aufgrund der
quadratischen Aldngigkeit inv, fallt bei der Linearisierung der Bewegungsgleichun-
gen der Beitrag des Stmungswiderstands weg, wodurch eine Diskrepanz zwischen der
linearen Analyse und den nicht-linearen Simulationen entsteht. Der Widerstandsterm ist
ein Effekt zweiter Ordnung und sollte bei entsprechend kleinéruggen der Fluséhre
in den Simulationen nicht ins Gewicht fallen.

Im Laufe der Arbeit hat es sich allerdings erwiesen, dass unter bestimmtearndtast
selbst eine geringe Reibung durchaus in der Lage ist eine neue Klasse von |astatulit
bewirken, deren Anwachsraten mit denen der auftriebsbedingten Parker-Iristaeilit
gleichbar sind. Wie die lineare Stabdlisanalyse magnetischer Flussringe in Doppelster-
nen zeigt (Abschn. 9.2), bilden sich mit abnehmender Rotationspefidzie mittleren
(A ~ 30...45°) und hohen BreitenX ~ 65...80°) stabile bzw. quasi-stabile Bereiche
(mit Anwachszeiten von mehreren tausend Tagen) aus, in denen Flussringe praktisch un-
anfallig gegeiiiber der Parker-Instabidit sind (vgl. Abb. 9.18 auf Seite 102). Die nicht-
linearen Simulationen ergaben hingegen (vgl. Abb. 10.2), dass Elussr dieser Aus-
gangskonfigurationen nach kleinerdoftngen ihrer Gleichgewichtslage dennoch instabil
werden und mit Anwachszeiten aufsteigen, die mit denen der Parker-Ingtalgligleich-
bar sind. Bei Bheren Feldsirken repasentieren sie einen signifikanten Anteil aller an
der Oberfche ausbrechenden Fludsren. Kontrollsimulationeohnedie BefKicksichti-
gung der Reibung beiigten die Ergebnisse der linearen Stafitanalyse, wodurch der
Stromungswiderstanti, als Ursache dieser neuartigen Instaéibin identifiziert werden
konnte.

Um diesen Zusammenhang nun genauer zu untersuchen, wird der Widerstandsterm
(11.3) sowohl in der Stabikitsanalyse als auch in den dazugrgden Kontrollsimulatio-
nen voiibergehend durch den Stokesschen Reibungsterm

fsr = —pClsivi (11.5)

ersetzt. Die Konstanté€'s; wird so gevahlt, dass die Gfienordnung der Reibung ei-

ner Flussbhre dem Wert des urgjmglichen Stdtmungswiderstands (11.3) entspricht;
dabei wird von einer Flusshre mit einem Durchmesser vah= 2000 km ausgegan-

gen. Wir untersuchen zuerst den Einfluss der Reibung auf die Siabilier horizontalen
Flussbhre, um den Mechanismus anhand eines einfachen Beispiels zu verdeutlichen und
ihn dann auf toroidale Flus@inren in Einzelsternen anwenden Zinken.
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Kapitel 12

Horizontale Flussrohren in einer
geschichteten Umgebung

12.1 Dispersionsgleichung und Instabilétskriterium

Untersucht wird eine horizontale, auftriebsneutrale magnetische &tuessn einer plan-
parallel geschichteten Umgebung. Im Gleichgewichtszustand existiere zwischen der in-
ternen Stbmungv;, und der externen Simungv., eine relative Geschwindigkeitsdif-
ferenzvy = viy — veo Mit

Vo =v#0 und Vo] =0, (12.1)

wobei v, | die tangentiale und-, , die (nicht vorhandene) normale Relativgeschwin-
digkeit der ungesétrten Flussbhre bezeichnet. Durch die Auslenkung aus der Gleich-
gewichtslage kommt es aufgrund der (Stokesschen) Reibung zur Wechselwirkung zwi-
schen den Bhrenelementen und der 8tnung, die — in AbRAngigkeit von der Pha-
sengeschwindigkeit der resultierenden Welle — eine Abbremsung oder Beschleunigung
entlang der aktuellen Normalenrichtung bewirkt:

ag; = —Cgvy (12.2)

Im Sinne der Mherung dnner Flussshren (Abschn. 2.1.2) nehmen wir an, dass durch
die Wechselwirkung in erstera@herung nur die Dynamik der Flugérre, nicht aber die
der externen Soimung beeinflusst wird.

Fur die Stabiliitsanalyse dieses zweidimensionalen Problems wird der Formalismus
des Einzelsternproblems im Grenzfall verschwindendaminung & = 0) und ver-
schwindender RotatiorfX = 0) verwendet (vgl. Anhang A). Die Tangentialrichtuhg
zeige dabei entlang der ung@&gen Flussbhre nach rechts, die Normalenrichtumgnach
oben und die Gravitation nach unten: Eqist ny) = —g. Die Auslenkung eines®tren-
elements wird durch den Vektgr= £ty + £,ny beschrieben. In dem Bezugssystem, in
dem das Rhreninnere ruhty; , = 0) und die Umgebung sich mit der Relativgeschwin-
digkeitv. o = —vt, entlang der Flusshre (nach links) bewegt, giltif die Normalenge-
schwindigkeit der ausgelenkten Flusisre

vi= (& —v&/)no. (12.3)
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Der Punkt bezeichnet dabei die partielle Ableitung nach der Zeihd der Strich die
nach der Boge#dinges der Flussbhre. Mit dem Exponentialansatz

&(s,t) x exp[i (ks + wt)] (12.4)

hat die entdimensionierte Dispersionsgleichung im Grenzfa#t 1 die vergleichsweise
einfache Form

7t — iCg f0° + (% 2 —2+iCg fMa) 2

. A1 .
+iCst fU — Kg + ?) fA—1+ iCStha:| =0, (12.5)
wobei zur Entdimensionierung die Abkzungen
v 1 N wy 1 ~ H,
R - R <E> oowd Oy =Cs it (126)

verwendet wurden; dabei istdie Wellenzahl der $rung undv die (komplexe) Eigenfre-
quenz. Die Alfiensche Machzahl/,, dient als MaR iir die externe Sttmungsgeschwin-
digkeit und die Gol3e f als Mal? fir die Wellennge der Sirung. Die Phasengeschwin-
digkeit der Welle
von = —R (%) (12.7)

wurde mit der Alf\engeschwindigkeit, entdimensioniert;ir v,, > 0 breitet sich die
Welle in positiverty-Richtung aus. Der Imagéarteil &(v) ist proportional zur Anwachs-
rate eines Wellenmodus und beschreibt die Staléitigenschaften der Flugkre: Rir
3(v) > 0 klingen anéingliche Strungen mit der Zeit ab, &hrend &r 3(0) < 0 eine
anwachsende Instabdit vorliegt. Die Go3enH,,y und A charakterisieren die exter-
ne Schichtung. Abbildung 12.1 zeigt den Verlauf der entdimensionierten Anwachsrate
(~ X(v/M,)) desinstabilstenWellenmodus als Funktion des Geschwindigkeits&#rh
nissesv,, /v fur verschiedene Wellezaihgenf. Bei kleinen Wellerdingen und langsa-
men Stbmungsgeschwindigkeiten existieren getpfte Wellenmodi mit zeitlich abneh-
mender Amplitude. Bei (betragsifiig) loheren Sttmungsgeschwindigkeiten nimmt die
Dampfung ab und gehtif

wy 1

R (E) - <1l <= Uph > V=V (externeStromung) (12.8)

in anwachsende 8tungen der Flusshreliber. Sbrungen mit Wellerdngenf > 2 sind

bei allen Stomungsgeschwindigkeiten instabil, wobei die Anwachsraten mit zunehmen-
der Stobmungsgeschwindigkeit/,, aber kontinuierlich abnehmen. Das Instabiikrite-

rium (12.8) besagt, dass eine transversale Filsen-Welle, die aufgrund von Reibung
mit einerschnellererexternen Stimung wechselwirkt instabil wird; mit anderen Worten:
Die Amplitude einer transversalen Welle wird durch externeiic¢enwind” versarkt.

YIm Fall einer ungeschichteten, homogenen Umgebung entkoppeln die tangentiale und normale Kompo-
nente der Bewegungsgleichungofingen entlang der Richtung der Normatenentsprechen rein trans-
versalen Alfenwellen mit der Ausbreitungsgeschwindigkejt In diesem Falldsst sich zeigen, dasirf
das Einsetzen der reibungsbedingten Instabitias Kriteriumv? > v,,% = 2 erfillt sein muss.
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ABBILDUNG 12.1: Stabiliitsverhalten horizontaler Flugéiren bei Stokesscher Reiburig £x-
terne Stomungsgeschwindigkeiten= 0. .. ¢, und Wellenngenf = 1.9...2.1. Alle anwach-
senden Instabilitten mit3(w) < 0 liegen in dem Bereich-v,y, /v < 1. Es istCs, = 0.075, A =
—.22undv = 5/3.

Da dieser Vorgang die Charakteristik eitdverstabilitat hat, vachst die Auslenkung ei-
nes Rhrenelements nicht monoton, sondern oszillatorisch an. In der Bedingung (12.8)
taucht die Reibungskonstanig; nicht auf, d.h. das Instabiéitskriterium ist unakdngig
von der Sarke der Reibung. Selbst eine kleine Reibung ist somitin der Lage, ein Anwach-
sen der Wellenamplitude zu bewirken; die Anwachsraten sind dann aber entsprechend
klein.

In dem Bezugssystem, in dem die Umgebung ruht und das Innere derdRlessr
Bewegung ist, hat das Instabidltskriterium (12.8) die Form

1 . ..
R (%) - <0 <= vpu>0 (interne Stromung). (12.9)
Eine Flussbhre mit einer internen Simungv; = vty wird unter dem Einfluss Sto-
kesscher Reibung instabil wenn sich eine Welle in die gleiche Richtung bewegt wie die
Stromung selbst.

12.2 Geometrisch-physikalische Deutung

Um den Mechanismus der reibungsbedingten Instabititi verdeutlichen, beschreiben
wir die Geschwindigkeits- und kafteverfaltnisse im Ruhesystem der Flusisre, d.h.

im Gleichgewicht ist die interne Geschwindigkej, = 0 und die externe,, < 0. Wir
betrachten einen Teil der ausgelenkten Fldissz (Abb. 12.2), deren Phasengeschwindig-
keit vy, negativ sei, d.h. die Welle bewege sich nach links. In diesem Falhgréin Mas-
senelement der étre in der vorausgehenden Flanke eines Wellenbergs eineaftsfw
bewegung mit einer nach oben weisenden GeschwindigkeDurch die Auslenkung
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ABBILDUNG 12.2: Geschwindig-
keits- und Kafteverfaltnisse bei einer
Flussbhre mit Reibung in einer externen
Strtdmung. Die Reibungskraft bewirkt,
in Abhangigkeit von dem Verftnis
Stdmungs- zu Phasengeschwindigkeit
(ve bzw. v,y), eine Beschleunigungs:,
die der Geschwindigkeit desdRrenele-
mentsv; entweder (1) entgegengerichtet
(lve] < |vpn|, Dampfung der Wel-
lenamplitude) oder (2) gleichgerichtet
(|ve] > |vpn|), anwachsende Instabiif)
ist.

Via = (Vi-Ve) |

Ve,2

entsteht eine Neigung der Flughre relativ zur externen Stmung, wodurch sich eine
Angriffsflache bildet, die vom umgebenden Medium ufsir werden muss. Die Rei-
bungskraft ist der Relativgeschwindigkeit entlang der Normalenrichtung entgegengerich-
tet. Wie Abb. 12.2 zu entnehmen ist, wird die Richtung (bzw. das Vorzeichen) der Rela-
tivgeschwindigkeitv,; durch die Gol3e der externen Stmungv,. bestimmt. Bei kleinen
externen Sttimungsgeschwindigkeiten (Fall ;) bewirkt die Reibung eine derdRrenge-
schwindigkeitv; entgegengerichtete Kraft, wodurch die weitere Auslenkung —&tzlish
zur magnetischen iRkstellkraft — gehemmt wird. Ist die externe &@trung gbl3er als
eine kritische Geschwindigkeit (Fall. »), so unterditzt die resultierende Reibungskraft
die Auslenkung und bewirkt dadurch das Anwachsen der Amplitude. Dies zeigt sich auch
bei der entsprechenddinderung der kinetischen Energie des internen Massenelements
aufgrund der Reibung:
dEyin
dt

Im Fall v, ; ist die Reibungskraft der internen Geschwindigkeit entgegengerieltet;
v; < 0, d.h. das Element verliert kinetische Energie und die Welle istuggadt. Im Fall
ve 2 hingegen wird durch den Zuwachs an kinetischer Energie ein Anwachsen der Wellen-
amplitude bewirkt. Durch eine analoge Betrachtung ergibt sich, dass eine Welle, die in die
entgegengesetzte Richtung (hier nach rechislf immer gedmpft wird. Die Instabiliat
bezieht die bedtigte Energie demzufolge aus der kinetischen Energie dénfoing. Die-
ses Resultat steht nicht in Widerspruch zu der Annahme, dass diedfitesdre Sttmung
nicht beeinflusst. Die Situation ist vielmehr vergleichbar mit der in darmélehreaibli-
chen Annahme eines &¥mebads konstanter Temperatur, welches zwar in Kontakt mit
einem thermodynamischen System steht, von diesem aber nicht beeinflusst wird. Im vor-
liegenden Fall istim Rahmen deéRerung dnner Flussshren die kinetische Energie der
Umgebung erheblich gf3er als die im Bhreninneren und wird durch den Energietransfer
daher praktisch kaum véndert.

Diese Instabiliat zeigt, wie durch einen dissipativen Effekt wie Reibung Energie in
Abhangigkeit von der relativen Stmungsgeschwindigkeit in beide Richtungen des Sy-
stems Flusgihre — Umgebungibertragen werden kann.

~ ag; * Vi (12.10)
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Toroidale Flussrohren in Einzelsternen

Die in Kap. 12 gewonnenen Erkenntnissieer das Einsetzen der Stnungsinstabilét
werden nun auf toroidale Flugdrren in Einzelsternen angewandt. Um diesen Fall unter-
suchen zu &nnen, wird der Siimungswiderstand wieder durch den linearen Term

ag; = —Cgvy (13.1)

ersetzt, wobev, = (v; — v.), ist. Die Konstant&’'s; wird durch Vergleichsrechnungen
zwischen den beiden Varianten (11.3) und (11.4) empirisch bestimmt und liegt hier bei
Cs ~1077...10°S.

13.1 Schnelle Sternrotation

Die Diagramme in Abb. 13.1 zeigen den Einfluss Stokesscher Reibung auf die &tabilit
von Flussbhren in einem schnell rotierenden Einzelstern’mit 2 d. Alle Flussibhren,

deren Magnetfeldarke eine kritische Grendeberschreitet (hieB.,;; ~ 4.5 - 10* G) sind
instabil. Eine Ausnahme bilden lediglich extrem polnahe Breiten. Ausgehend von dieser
Grenze nimmt die Anwachszeitzu hoheren Feldétrken hin stark ab. ¥ Flussbhren ho-

her Magnetfeldstrke und mit Gleichgewichslagen in mittleren und hohen Breiten treten
Stromungsinstabildten mit charakteristischen Anwachszeiten von einigen hundert Ta-
gen und weniger auf, d.h. mit Zeitskalen, wie sie aughdie auftriebsbedingten Parker-
Instabilitateniblich sind. Eine Reihe numerischer Simulationen unter Verwendung des
Stokesschen Reibungsansatzesdiggn die Ergebnisse der linearen Analyse. Die Abbil-
dungen 13.2 zeigen einen Vergleich zwischen der linearen Theorie und den numerischen
Simulationen. Berechnet wurden die Anwachszeitefiir Flussbhren bei konstantem
Magnetfeld 3 = 2 - 10° G) bzw. konstanter Ausgangsbreite & 35°). Unter Betick-
sichtigung der unsicheren Bestimmung numerischer Anwachszeiten bedeutet die gute
Ubereinstimmung eine Begigung der linearen Ergebnisse. Das Instati#iriteriunt

(12.9) wird daiiber hinaus fadiberall erfillt. In dem in Abb. 13.1 dargestellten Fall wird

das Kriterium aber durch die Existenz der Parker-Instéidit beeinflusst, sodass bei
sehr hohen Breiten auchirfv,, < 0 die Stdmungsinstabilat einsetzt. Betrachtet man

~

IDie Simulationen erfolgen im Ruhesystem (mitrotierenden Bezugssystem) des Sterns, ekh.
V,Ve =0
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ABBILDUNG 13.1: Stabiliaitsdiagrammeiir toroidale Flussihren in einem Einzelstern niit =
2d ohne (inks) und mit Stokesscher Reibunge¢hty. Ab einer Grenzfeldsirke (hierB 2> 4 -
10* G) tritt die Stvmungsinstabilit auf, deren Anwachsrate mit wachsendBmyroRer wird. Die
(logy( 7)-Niveaulinien markieren Anwachszeiten = 10, 50, 100, 500, 1000, 5000, 10 000 und
50000 d, die Darstellungsgrenze entsprieht= 10° d und ist praktisch mit der Instabifitsgrenze
identisch.

allerdings Wellenmodi mit Wellenzahlen > 3 (bei denen keine Parker-Instalilien
auftreten), dann ist das Kriterium (12.9) sehr gutibif

Eine zuétzliche Parameterstudie zeigt, dass die Anwachsrate d@m&tgsinsta-
bilitat mit wachsender Rotationsperiode zunimmt: Der Effekt ist (bei gleicher Magnet-
feldstarke und Lage der Flugsnre sowie gleichend’s;) bei schnell rotierenden Sternen
kleiner als bei langsam rotierenden.

13.2 Physikalische Interpretation

Die Anderung der Anwachsratédst sich qualitativ auf der Grundlage der in Kap. 12 be-
schriebenen Sbmungsinstabildt im Zusammenspiel mit der Gleichgewichtsbedingung
toroidaler Flussshren (Abschn. 2.2) verstehen. Die Gleichgewichtsbedingung (2.39) hat
die Form

v 1 . . k BT
Ma—c—a—5<\/1—|—n 1) mit N=Cag X - (13.2)
Dabei istT' die Rotationsperiode des Sterns unddie Gleichgewichts-Breite der
Flussbhre. Die mit der Gif3ern streng monoton wachsende magnetische Machkahl

istin Abb. 2.2 dargestellt. Sie gibt an, wie grol3 died&tung in der Flus&hre relativ zur
Umgebung sein muss, damit die nach aul3en gerichtete Corioliskraft in der Lage ist, die
nach innen gerichtete magnetischelkimungskraft zu kompensieren. In Abschn. 12.1
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ABBILDUNG 13.2: Vergleich zwischen Stab#itsanalyse (durchgezogene Linien) und Simula-
tionen (gestrichelte Linien/Kreuze) bei Stokesscher Reibung’git= 10~%. Die Diagramme
entsprechen Schnitte in Abb. 13.1 entlang der Breitér B = 2-10° G (links) und entlang? fuir

A = 35° (rechts.

wurde gezeigt, dass eine transversale Falsgn-Welle instabil wird, wenn das Kriteri-
um (12.8/12.9) eifllt ist. Flussringe mit kleinen Feldistken beitigen nur eine kleine
Stromungsdifferenz, um im statioiren Gleichgewicht zu sein. Das Instaldilgkriteri-

um ist fur sie nicht eriillt. Nimmt B zu (7 T), so ist ein immer gil3eres notwendig, um
ein Kraftegleichgewicht herzustellen. Bei einer kritischen Féids B...;; wird letztlich

die Grenzgeschwindigkeitberschritten, ab der Instabdit eintritt. Bei fbheren Breiten

A ist der Kiimmungsradius der Fluggire geringers{ 1), wodurch wiederum die hohe
Geschwindigkeiv und das Einsetzen der Instaldlierkiart wird. Bei sehr hohen Breiten
und entsprechend engen Flussringen macht sich dagegen die stabilisierende Wirkung der
magnetischen Kmmungkraft bemerkbar, was zu einer Zunahme wdiihrt. Dakiber
hinaus verdeutlicht GI. (13.2), warum die Instaldtibei langsam rotierenden Sternen mit
wachsenden’ (n T) starker wird: Durch die Abnahme der Rotationsrate verliert die Co-
rioliskraft an Effektivitat. Um dies auszugleichen, ist ein@®Bere Sttmungsgeschwin-
digkeit v notwendig, wodurch die Instabdit versarkt wird. Bei dieser qualitativen Be-
trachtung ist grundgzlich zu beachten, dass sich bei dederung der Gleichgewichts-
bedinungen B, A\, 7. ...) i.Allg. auch die Phasengeschwindigkej, des Wellenmodus
andert.

13.3 Der Fall der Sonne

Die Ausfuhrungen im letzten Abschnitt zeigen, dass die Wirkung deém3ingsinstabi-

litat mit wachsender Rotationsperiode zunimmt. Dies wirft die Frage nach dem Einfluss
dieser Instabilét im Fall der Sonne mif’ ~ 27 d auf. Fiihere Arbeiten (van Ballegooijen
1982, Fan et al. 1993, Caligari et al. 1995) weisen darauf hin, dass zartmglder beob-
achteten Charakteristika von Sonnenfleckengruppen magnetischeéhkhessmit Super-
Aquipartitionsfeldsarken von der GiRenordnung3 ~ 10° G in der Overshoot-Region
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B [10* G] B [10* C]

ABBILDUNG 13.3: Gleiche Darstellung wie in Abb. 13.1 jedodlr Einen Stern mif" = 27d.

Durch die Reibung setzt bei kleinen Feliidten die Sitmungsinstabilit ein, die @r alle Fbheren
Feldstirken einen ‘Instabilétshintergrund’ bildet. Im Vergleich zu schnell rotierenden Sternen ist
dieser Effekt auch bei hohen Breiten wirksam, wenngleich mit vergleichsweise langen Anwachs-
zeiten. Der Pol X > 88°) wurde aus numerischen @rden ausgegrenzt.

der Sonne angenommen werdeiigsen. Diese Forderung setzt voraus, dass elsesn
geringerer Feldérke lange genugam unteren Rand der Konvektionszone gespeichert
werden, um dem Dynamo-Mechanismus ausreichend Zeit zur Felékensg zu geben.
Flussbhren geringerer Feldatke sollten stabil sein oder zumindest Anwachszeiten unter-
liegen, die grol3 sind im Vergleich zu den Zeitskalen, auf denen der Dynamo operiert. Legt
man fir die obere Grenze dieser charakteristischen Zeitskalen einen halbenah&ziyit

klus zugrunde, so entspricht dies bei der Sonne etwa 11 Jahren und die Forderung nach
Quasi-Stabiliatt demnach Anwachszeiten ven> 4 - 10° d. Abbildung 13.3 zeigt einen
Vergleich von Stabilitsdiagrammeriif ein Sonnenmodell mig = Q, ~2.7-107%s7!

mit bzw. ohne Reibung. Die Reibungskonstante wurde durch einen Vergleich von Simu-
lationen zuCg, = 10~7 bestimmt. Die Grenze der $tnungsinstabildt liegt bei etwa

4.5 - 10* G. Anwachsraten von einigen tausend Tagen werden bei étwar - 10* G
erreicht. Beiicksichtigt man, dass die angenommene Zeitskalad¢of Tagen fir den
Dynamo-Mechanismus eine Obergrenze darstellt und deictaitshe Wert vermutlich
deutlich darunter liegt, so kann man davon ausgehen, dasditierén Ergebnisse durch

den zusatzlichen Aspekt der Simungsinstabilét nicht grundlegend in Frage gestellt
werden.
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Diskussion

Das Modell einer dnnen magnetischen Flughre in einer nicht-magnetischen Umge-
bung findet vieléltige Anwendung in verschiedenen Bereichen der Astrophysik. Dement-
sprechend umfangreich sind die Untersuchungen, die sich mit dem Gleichgewicht und der
(In-)Stabilitat verschiedener Magnetfeldkonfigurationen befassen. Grundlegende Darstel-
lungen dieser Probleme finden sich z.B. bei Priest (1982) und Stix (1989}ld#ssbhren

in der Konvektionszone und Atmosate der Sonne wird hier auf Spruit & van Balle-
gooijen (1982), Ferriz-Mas & Sdéissler (1995), Schmitt (1998) und Réntet al. (1999)
verwiesen. Eine Untersuchung in Hinblick auf den Einfluss der Reibung erfolgte bisher
nichtt.

Durch die Existenz einer senkrecht zur Flagse wirkenden Reibungskraft wird
eine Stomungsinstabildat angeregt, wenn die Phasengeschwindigkeit eines Wellenmo-
dus kleiner ist als die relative $tmungsgeschwindigkeit. Dieses Ergebnis beruht auf
Untersuchungen der Stokesschen Reibungskraft. Deren Verwendung ist intifiadird
Flussbhren in Sternen aus physikalischer Sicht zwar zweifelhaftpghicht aber ande-
rerseits die analytische Behandlung. Wie sich zeigt, ist das Insébiitterium (12.8/
12.9) unabkngig von der Proportionaditskonstant&’s; der Stokesschen Reibung, so-
dass die Instabilétt generell existieren sollte, wenn der funktionale Zusammenhang einer
der Normalengeschwindigkeit entgegengesetzten Reibungskraffydd. —v,, gege-
ben ist. Diese Annahme wird durch die Simulationen in Kap. 10 unter Verwendung des
Stromungswiderstands (11.3) basgt.

Fur die Stabilitsbetrachtung wurde die @3e des Parametefs;; durch einen Ver-
gleich mit Simulationen mit dem quadratischend®&tungswiderstand (11.3) bestimmt.
Dieser Zusammenhang beinhaltet, dass depnlingswiderstandif Flussbhren mit
kleinem Querschnitts-Durchmesseeffektiv grol3er ist alsdir solche mit einem grofRen
Durchmesseri; < dy fuhrt zuCg a1 > Csia2. Bei gleicher Feldsirke B unterlie-
gen Flussohren mit einem kleinen Querschnitt einedBeren reibungsbedingten Instabi-
litat und sollten demnach mitikzeren Anwachszeiten die Overshoot-Region verlassen.
Die Konsequenz @are, dass der magnetische Fluss bei hohen Relastiiiberwiegend in
der Form von wenigen, vergleichsweise dicken Flolssen vorliegt und nicht in vielen

Die Instabiliat wird nicht durch Druckvariationen angeregt, sondern basiert auf der dissipativen Wech-
selwirkung mit der Umgebung bei deimsttomung der Flussihre sie unterscheidet sich dadurch grund-
legend von der Kelvin-Helmholtz-Instabdit (vgl. D’Silva & Choudhuri 1991).
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dinnen.

Im Fall schneller Sternrotation (Kap. 10) tritt die &@mungsinstabilét mit vergleichs-
weise kurzen Anwachsraten nur bei hohen Féidsin auf. Da bereits bei kleineren
Feldstrken auftriebsbedingte Instakdien das Ausbrechen von magnetischem Fluss ver-
ursachen, ist der Beitrag der &nungsinstabildét in diesem Fall nur von untergeordneter
Bedeutung. Dennoch findet er in den Simulationen volldiBlesichtigung.



Anhang A

Koeffizientenmatrizen

Wie in Abschn. 9.2.1 beschrieberijhirt die Linearisierung der Bewegungsgleichungen
(2.33) — (2.36) bei kleinen 8tungen¢ einer Flussohre aus ihrer toroidalen Gleichge-
wichtslage zur Matrizengleichung (9.12). Dabei wurde der Exponentialansatz (9.10) und
die Normierung (9.11) verwendet. Mit den konstanten Matrizen

) (A.2)

1 0 0 1 0
E=10 01, Y= -10 undZ = 0
0 1 0 0 -1

haben die Koeffizientmatrizen im Grenzfalks 1 folgende Form:

o = O
o O O
o O O
S O =

My = =€ (A.2)
11— M2
Mtt == _Z_l MQQ 5 (AS)
. gn [
M, = (flg——1>y+f1g—z (A.4)
114 M2
_ 2 A.
M, > L Y (A.5)

L[ 9 —9 0 1 [ 99¢ 9egn Gi9v
Me = Fi— | g 200 g | +F3—5 | 9ugc Indn IuGv

"\ 0 g O *\ 9bgt gbgn gngn
1 gt 9n 9
+F—1 0 0 0 (A.6)
9\ 0 0 0
Dabei wurden folgende Alikzungen verwendet:
1 pe 1 gs
Fo— Pe 2 9= A7
B (TR P a0
Fo = —F2(1-V) M+ (1- M) V] 7§ (A.8)
v *
Fy = ff?A (1- M, (A.9)
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A = 55_2(1_1) (A.10)
Y\ 2

Die Komponentery, = (g - X), X € [to, ng, by] der effektiven Gravitationsbeschleuni-
gungg.s im Koordinatensystem (2.17) des Frenetschen Dreibensdn im toroidalen
Gleichgewicht durch die Beziehungen (9.9) in Zylinderkoordinaten dargestellt werden.

Fur toroidale Flussihren in einem Einzelstern sind die Gleichgewichib&gn
grundstzlich konstant. In einem Doppelstern hingegen (Abschn. 9.2) zeigen die Gleich-
gewichtsgolien entsprechend deahkerung (8.19) eine-periodische Variation mit dem
Azimutwinkel ¢; fur die effektive Gravitationsbeschleunigung gelten etwa die Beziehun-
gen (8.15) — (8.17). Setzt man diesé@h¢rung in die linearisierte Bewegungsgleichung
ein und vernaclissigt Terme der Ordnung und tbher so erilt man nach dem Zu-
sammenfassen gleicher Auadke fir jede der Koeffizientmatrizen (A.3) — (A.6) die in
Gl. (9.13) eingeifihrten MatrizenM . bzw. M.

Der Losungsansatz (9.15tirt zur 3-Term-Rekursionsgleichung (9.16) bzw. zum
Hillschen Gleichungssystem (9.17), in denen folgendei&blngen verwendet wurden:

Co = —nPE—noMgyg— 0 Myg+ Meo+i(nMgo+0M,o) (A1)
L, = % [(n = 2) (iMoo + My — & (Mgre — iMers))

FMee— iMes+ 0 (iMye+ M) — 0 (Mue — iMy )] (A12)
R = S[(n+2) (iMye — My — & (Mope +iMors))

2
+M§,c + iM&,s +w (Z.Mt,c - Mt,s) - @2 (Mtt,c + tht,s)) (A13)
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